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译者序 

本书是根据伊藤清所著的《随机过程 I 》和《随机过程 II 》翻译的. 
伊藤的原著是日本岩波书店从 1957 年起连续出版的一套“岩波讲座- 
现代应用数学”基础篇中的两本. 

随机过程是概率论的一个主要组成部分，它的研究与现代科学技术 
有密切的关系.本书以不大的篇幅用简练的笔法对随机过程论的几个主 
要方面和一些最新成就作了精练和严格的阐述.具有初步概率论和泛函 
分析知识的读者，通过阅读这本书,可以较快地掌握现代随机过程的基本 
理论和发展方向. 

本书的翻译工作起于 E . B . Dynkin 教授来我国讲学，他通过译者的 
介绍了解到原书的内容后，非常称赞，并建议早日把它翻译出来.在他的 
指导下，《随机过程 I 》的俄译本已于 1960 年出版.本译稿是在 1958 年 
6 月底完成的，其中第 4 章的前几节为余潜修先生所译.随后译稿一直流 
传于北京大学、复旦大学和南开大学，作为专门化的参考教材.这次承复 
旦大学郑绍濂同志和南开大学王梓坤同志分别整理前三章和后两章，并 
由郑绍濂同志统一校订.校样排出后，译者重新校阅了一遍,根据原文又 
作了一些修正. 

本书的出版与上列许多同志的帮助分不开，译者在此对他们表示深 
切的感谢. 


刘璋溫 

1961年4月北京 



1957 年，岩波书店曾将拙著《随机过程 I 》和《随机过程 n » 作为“岩 
波讲座一现代应用数学”中的两个分册出版，现又作为单行本再次发 
行.本书概括介绍了随机过程的三部分重要内容，即可加过程、平稳过程 
和 Markoff 过程,还讲解了一维扩散过程.特别是针对一维扩散过程，本 
书第一次以随机分析的方式规范介绍了有关局部构造和边界点分类的内 
容，而在当时这些才刚刚由 William Feller 发现. 为此,我本人感到颇为自 
豪.然而,从那时起到现在本书再版，己经过去半个世纪，身为著者确实感 
慨颇深 • 

本书首版前，拙著《概率论》（岩波书店 ， 1953) 中也概括讲解了有关 
可加过程、平稳过程和 Markoff 过程的 内容. 本书首版后,在以下两本英 
文拙著中还详细讲解了可加过程和 Markoff 过程： 

Lectures on Stochastic Processes , Tata Institute of Fundamental Re ¬ 
search , Bombay , 1960 

Stochastic Processes , edited by Ole E . BaxndorflF-Nielsen and Ken-iti 
Sato , Springer , 2004 (原本作为 Aarhus 大学讲义于 1969 年出版） 

在以上列出的 Tata 研究所的讲义录以及我与 H . P . McKean 合著的 
另外两本书 

Diffusion Processes and their Sample Paths , Springer , 1965; 

Classics in Mathematics , Springer , 1996 
的合订本中还详细讲解了一维扩散过程的局部构造.在该合订本的 4 . 6 节 
中，用概率论的方法证明了一维扩散过程中齐次方程解的边界附近的具 
体性质.为便于不太熟悉概率论的读者理解，本书的§60和§61用分析的 
方法给出其证明. 

在编写本书时，随机过程的规范研究才刚刚兴起.正如“后记”所述， 
在当时相关文献信息极为不足.在随后的半个世纪中，随机过程研究得 
到极大发展，国内外都出版了大量优秀的相关 书籍. Stochastic Processes , 



Springer , 2004 一书的著者前言和编者序中都列举了一些相关书目. 

本书首次出版后，在 E . B . Dynkin 的指导下， A . D . WentzeU 将本书翻 
译成俄文，并分别于1960年和 I 963 年在莫斯科出版了第 I 册和第 II 册. 
此外，在1959年，已故耶鲁大学教授角谷静夫注意到本书记述的一维扩 
散过程,建议当时还是耶鲁大学研究生院学生的伊藤雄二把第 H 册翻译为 
英文.最后，油印了打字机原稿，并分发给耶鲁大学校内外的数学研究人 
员.历经半个世纪，本书的两个分册都由伊藤雄二翻译为英文，并作为美 
国数学学会数学翻译丛书中的1 卷在 Essentials of Stochastic Processes 系 
列下出版.此事令我极为 欣喜. 伊藤雄二辛勤翻译期间，福岛正俊和渡边 
信三仔细订正了首版中的错字等细小错误,还替我适当修订了第 4 章巧 
第5章的部分 内容. 此次再版采用了与英译时相同的修订.这里再次对福 
岛和渡边两位的努力以及岩波书店吉田宇—的帮助表示衷心感谢. 

今年6月，正在为本书新出版的单行本做准备时，我终生的恩师弥永 
昌吉先生突然辞世.而前述英译单行本的校对即将完成之时，于加0 4 年 
8月收悉角谷静夫先生的讣讯•从1942年我开始写本领域论文以来，两位 
先生就经常热情地给予我建议和鼓励，到现在已历经60多年.当然，本书 
首版时我也得到了两位先生的极大帮助.两位先生不能喜见装订精美的 
英文版和日文版新书，甚为遗憾.追忆两位先生生前的身影，我衷心地为 
他们祈求冥福. 


著者 

于2006年12月 
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第 1 章基本概念 

§1测度论观点下的概率论 （1) 直观的背景 

假设甲、乙二人掷硬币，以先掷出正面者 为胜. 现在试让甲先掷并考 
虑下面两个问题. 

( i ) 甲胜的概率是多少？ 

( ii ) 直到决定胜负为止所掷的平均次数是多少？ 

首先，观察这种比赛，它可能出现哪些结果•若以0表示掷出正面， U 
表示掷出反面，则可能产生的结果为 



U ；! 是甲先掷出正面而结束比赛的情形，吻是甲掷出反面，乙掷出正面而 
结束比赛的情形 . 是直到第 n - 1次为止二人都掷出反面，在第 n 

次才掷出正面而结束比赛的情形，因此可由 n 的奇偶来决定是甲或是乙 
获胜.最后， Woo 是甲、乙双方总是掷出反面的情形，这时比赛将无限继 
续下去.由 于叭， 吣，…，〜是这种比赛经过的各种样本，所以叫做样 
本点 (sample point ), 其全体的集合/? = { wi , u ； 2 , … ， Woo } 就叫做样本空 
间 (sample space ). 

现在来考虑各个样本点的概率.第1次掷出正面或者反面，这都是同 
等可能的，所以 A 的概率是1/2,而剩下的 { W 2 , o ; 3 , …， Woo } 全体的概率 
就应该是 1/2. 又由同样的理由,后者的概率1/2应平均地分给 W 2 和剩下 
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的 { W 3 , 叫，…，如}，即各为 V 4 .据此可知，分布于各个点叫的 ，…， Woo 
上的概率分别为1/2,1/4, 1/8, •••，(). 

以 P ( u ) 表示分布于 w 上的 概率. 于是就有 

P ( wi ) = 1/2, P { u 2 ) = 1/4, ■ • • , ( 12 ) 

P(<^n) = 1/2'… ， -P(Woo) = 0- 

又若 E 为 的子集合,则分布于五上的概率是分 布于五 的各点上的概 
率的总和，即 

P ( E ) = y , P ⑼. （ L3 ) 

lj£E 

这样一来，就得到了一个集合函数 p (五) . 这个集合函数叫做概率分布 

(probability distribution ). 

其次，考虑 （ ii ) 的问题.直到决定胜负为止的次数可由各个样本点 
唯一决定 •比如 M 时为1，吻时为 2 , 时为&这就是定义在样 
本空间上的函数，以 x ( o ;) 来 表示. 在样本空间上如此定义的函数叫做 
随机变量 (random variable ) •问題⑼就是求随机变量的平均值. 
平均值有各种各样的定义方法，而最普遍被采用的是以下的所谓 数学期 

M ( expectation ) : 

OO 1 

E ( x ) = Y , x ( u )) P { u ) = Y, nP M = S n ' 2 ^ =2 - ( L4 ) 

wef? «=i n=1 

现在转到问题⑴上.所谓甲胜就是上述的 +) 为奇数的情形，因芒 
可用条件 4(0；) 二 奇数” 来 表示. 这种可以由有关样本点 W 的条件来表示 
的事情就叫做事件 ( event ). 事件的概率规定为分布于满足该条件的样本 
点全体的集合五[这叫做该事件的外延 ( extension ) l 上的概率户⑹.因此 

P (甲胜 ) = P ( E ) = Y, nw 2 n + i)=E 2^+1 = 3 - (1 . 5) 

n =0 w =0 

现在把上例中的本质部分抽出来看 一看首 先，作为基础的东西就是 
命名为样本空间的集合 D 和它上面的概率分布 P . 此外，还有一个定义 
在口上而称为随机变量的函数 ' 它的数学期望由（ I . 4 )左端的等式来定 

①酿变量的严格的定义将在下耐到.此处的定义只适用于样本空间只包含可数个元素 
的情形.——校者注 
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义.与 n 里的点有关的条件叫做事件，而该事件的概率就可规定为户对 
其外延五的值 P ( E ). 但在这种一般的场合下,如何来给出概率分布就需 
要讨论一下.由上面的例子可知，假如 D 为一可数集合,只要给予各个样 
本点的概率使得其总和为1，则就可由 （1.3) 给出它的概率分布.但是，在 
把直线上的点集、平面上的点集以及更一般的集合（例如做 Brown 运动 
的粒子的各种各样的运动途径）分别看做是 D 的场合下，按照上述朴素 
的方法就不可能给出概率 分布. 然而，若注意到概率分布的想法类似于质 
量分布，而后者的数学理论就是测度论，由此,就很自然地可以设想，测度 
论也将适用于概率分布. 

正是基于这种出发点，我们把概率论构造成为测度论的形式，因而使 
得长期以来以常识或者直观为基础，而且缺乏严格的逻辑推理的概率论 
真正成为数学理论的一个分支，并且已在许多的应用上获得了有价值的 
成果. 


§2概率分布 

令 X 为一个集合, B 为由久的子集所构成的 Borel 集合体.对于 B 
的元素（集合）定义了 Lebesgue 测度 P ( E ), 而且满足 

P(X) = 1 (2.1) 

时，就称 P 为 X { B ) 上的概率测度 (probability measuro ) 或者概率分布， 
或简称为分布. 

首先,作为最简单的情况，试考虑 X 为有限集合时的 情形. 令 X 的 
元素为 x 1> a ： 2 ,---, x n . 这时通常可将 B 取为由 X 所有的子集组成的集 
合 2' 若只包含一个点的集合的测度 P(x l ),P(x 2 ) i ---,P(x n ) 已给定，则 
由测度的可加性,对任意的 ECX 的概率可以定义为 

尸⑹ = (2-2) 

x€E 

因此，在这样的场合下，只需给定点函数 P ( aO 就可决定概率分布了•显 
然， P (: r ) 应满足条件 


P(x)^0 } [ 作 )= 1 . 


( 2 . 3 ) 
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特别是当 P ( ar ) 不依赖于 a :, 而且 P ( x ) = 1 /n 就称尸为均匀分布 ( uni - 
form distribution ). 

其次，对于 X 是可数无限集合的情形，它与有限集合的情况大致相 
同.但此时不再存在均勻分布了. 

当 X 是实数集合 R 1 时，问题就较困难了.除了个别的特殊情况外， 
B 不可能取为由 R 1 的所有子集组成的集合 2 Rl _ B 的最自然的取法是取 
为包含所有开集的最小 Borel 集合体 B 1 . 通常称 B 1 的元素为 Borel 集 
合.令 P 为 R ^ B 1 ) 上的概率分布.对 : r e R 1 的任意邻域 C /, 若它的 P 测 
度 P { U ) 为正时,就称: r 为/ 5 的支撑点，而这样的点的全体的集合就叫做 
P 的支集 ( support ). 特别若 P (: T ) > 0,则显然 a ： 是 P 的支撑点，对于这样 
的 a ：， 我们另外给它一个名称,叫做尸的不连续点 (discontinuity point ). P 
的不连续点的全体 D 至多是一可数集合.当 P ( D )= l 时，称 P 为纯粹不 
连续 (purely discontinuous ); 而 P ( D ) = 0时,就称尸为连续 （ continuous ). 
作为比连续稍微强的条件,有绝对连续 (absolutely continuous ) 的概念•若 
E 的通常的 Lebesgue 测度|五|=0时，必有 P ( E ) = 0,则称 P 为绝对连 
续.这时 P 具有密度,而且可写为 

P { E ) = / f ( x ) dx . (2.4) 

JE 

此处 /( rr ) 应满足的条件是 

f { x ) 彡0, / f ( x)dx = 1. (2.5) 

连续但不是绝对连续的概率分布叫做奇异 ( singular ) 分布. 纯粹不连 
续分布、绝对连续分布和奇异分布是在 ^( B 1 ) 上的分布中重要的三种 
形状，而任意的分布都可以由这三种形状的分布的凸组合 (convex com ¬ 
bination ) 来表示 .( 所谓 a 是 ai ， a2 , …， a n 的凸组合，就是指能够写成 
a = X ) ciOi(ci ^0， X)ci = l ) 的形状 .） 这就是 Lebesgue 分解定理. 

例1 (5 分布 (delta distribution ) <5(.; a ). 这是纯粹不连续分布，也就是 
上述的 D 只含有一点 a 的 场合. 特别当 a = 0时就叫做单位分布 (unitary 
distribution ). 

例2 二项分布 (binomial distribution ) n ),0 < p < l,n 是自 

然数.这是纯粹不连续分布,也就是由乃={0,1，2, •••,«}, 
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P ( k )=(^ p k - q n ~ k , q = l - p , fc = 0， l ，2 , …， n (2.6) 

给定的分布.因为 P ( k ) 等于 {p + qr 展开式中的第 fc 项,所以有二项分 
布的名称. 

例3 Poisson 分布 (Poisson distribution ) P ( # ; A ), A > 0. 这是纯粹 
不连续分布，也就是由£> = {0,1,2,•••}， 

P ( k )= e ~ x ^, A : = 0， l ，2, … (2.7) 

给定的分布. 

例4 正态分布 (normal distribution ) v),a 是实数， t ; > 0•这 

是绝对连续分布，密度由下式给定： 

伽 )= 士< (2 . 8) 

例5 Cauchy 分布 (Cauchy distribution ) C ('； a , c ), o 是实数， c > 0. 
这是绝对连续分布，密度由下式 给定： 

(2 . 9) 

当 X 为 m 维空间 IT 1 时，仍然可以照 R 1 的场合将结果推广. B 与 
一维的情况同样，是包含所有开集的最小 Borel 集合体的元素 
叫做 Borel 集合.与上述一样，分布有三种形状，并且 Lebesgue 分解定理 
成立. 

例6 S 分布 <5(-; a ) 与一维的情况一样，不过 a 是 R m 的元素而已. 
例7 多项分布 ( multinomialdistribution ) n),n 是自然数， p = 

( Pi , P 2,• •,?«),Pi > 0 ,EPi = 1. 这是纯粹不连续分布，而是格点 fc = 
( ki , k 2,-" = n , ki ^0 的全体. 

P(fc) = W ^ rflp 卜乂' _ 

例 8 正态分布 N (- a , v ), a 是的元素， V 是对称正定（狭义） 
矩阵.这是绝对连续的，其密度为 

/(«) = (2 ji ) - ^( detV )- iexp | - ^( V ( a ; - a ), (* - a ))|. (2.11) 
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此处 VOc - a) 是把线性变换V作用于向量 x-a 而得的， （,） 表示内积. 

如上所述，从一维的 1R 1 的情形可平行地推广到 m 维的的情形， 
但是从 m 维推广到无限维时却有本质上的困难.比如在无限维空间上，由 
于不存在像在的场合下那样普通的 Lebesgue 测度，所以不可能定义 
像绝对连续那样的概念.若令>1为任意的集合，那么就是 >4中的元 
素 a 所对应的实数 （ 排成的全体的集合•若4是有限集合，则 
是有限维 空间; 但若>1为无限 ii 合，则1!^是无限维的.使 — 邮的 
坐标“ 的映象叫做射影 (projection )， 以 Pa 。 来表示_卩匕二 W 中的点 

‘，&，•••,“)(〜都不相同）的映象也叫做射影，来表示.若 
令为 n 维的 Borel 集合，由形状如 pZl.. an (E ^) 所表示的 W 的子 
集就叫做 R A 的 Borel 柱集 (cylinder set). 若以表示包含所有 Borel 
柱集的最小 Borel 集合体，则的元素就叫做 W 的 Borel 集合.今令 
P 为 勹 上的分布.对于不相同的定义 K n (B n ) 
上的分布 P ai ... ati ，使得 

U (n) ) = P(Pal ： an (E^)),E^ e B\ (2.12) 

这就是分布 P 的 射影. 考虑所有这类的 P Ql ... Qn] 且令其全体为识，则屯 
满足下面所述的 Kolmogoroff 相容性条件 (consistency condition) : 

(K.1) 若令 i(l)，i ⑶，…，咖)为1，2,…， n 的排列，则 

五 i(2) X …X 岛 („)) = P a ,...a n (^l E2 X. • • ■ X E n ). 
(K.2) P aia2 ... an (E^ x Ri) = P aia2 ... an _ 1 (E^). 

反之，对于满足这两个条件的分布系识，存在唯一的勹上的分 
布尸满足 (2.12). 这就叫做 Kolmogoroff 定 理®. 

现在,假设已对火的各个元素 a 定义了 R 1 ^ 1 ) 上的分布这时 
若定义 

Pai- -a n = Pai X P aj X • • • X _P a „ (直积测度)， (2.13) 

则识 = {P Ql ... an } 满足上述的 （ K.1) 和 (K.2). 因此，按照 Kolmogoroff 定 
理,可以由屯定出 R ^(^) 上的分布称它为 P a ,aeA 1 的直积概率 

①参见 A. H. KoJiMoropoB 著的中译本 《概 率论基本概念》，丁寿田译,商务印书馆， 
1953. - 校者注 
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测度 (direct product probability measure ), 且以 A 来表不 • 显然 P 是 

a€A 

由 


P ( Pal ( Ei ) np = (及)门 ..• n p - n 1 (£；„)) = n P 叫 ( A ) (2.14) 

i=l 

所表达的上的分布.同理，当 Pa 为高维（有限或者无限）的分布 
时（维数可以由 a 而变)，也可以定义其直积概率测度. 

§3测度论观点下的概率论 （2) 逻辑的构成 

固定一个集合亿这集合叫做样本空间•在 D 上取一 Borel 集合体 
及 fi { B ) 上的概率分布尸，则尸有一个总的名称，叫做 D 上的 
概率空间 (probability space ), 并记以 

因为是一种测度空间，所以在其上可以建立 Lebesgue 积分 
理论. Q { B , P ) 上的可测实函数叫做随机变量 (random variable ). 令 x ( u ) 
为随机变量，则称 

酬= P { u / x ( u ) g £} = P { x~ l { E )\ EeB 1 (3.1) 

为 x 的分布 ( distribution ). 这就是 RUB 1 ) 上的概率分布.称 

E ( x ) = f x ( u ) P { du ) (3.2) 

Jn 

为 x ( u /) 的期望 ( expectation ) 或均值 ( mean ). 这可以利用 x 的分布写成形 
式① 

E ( x ) = [ (3.3) 

•/ r 1 

因为可测函数不一定是可积的,所以随机变量的均值不一定存在. 

将若干随机变量并列起来就可以定义随机向量.令4为有限或者无 
限集合，且对于4的每个元素 ct 都有一随机变量 x a ( u ) 与之对应.此时， 
若定义 _ 

①参见 Paul R. Halmos 著的中译本 （测度 论》，王建华译，科学出版社，1958, §39,定理 3. 

——校者注 
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*(^)= n 〜(山)， (3.4) 

a£A 

则 x ( u ) 是定义于上而在中取值的函数.并且在 

五⑷ eB A =^ aT 1 (五⑷) e 丑 (3.5) 

的意义下为可测. *(0；) 就叫做随机向量.若4的势为 m , 则叫做 m 维随 
机 向量. 特别是把二维随机向量（0；» 2 ⑼）写成 0^(0；) 十⑽⑼，就得 
复随机变量.对于随机向量来说,其分布也可以由 （3.1) 来定义,再对各个 
分量进行积分，就可以定义它的均值向量. 

令#为由到 R s 内的映象,并且满足 

E ⑼ eB b =^ ip ~ l ( E ^) 6 B a . (3.6) 

这时称 W 是 Borel 可测的 (Borel measurable ) 或称丑-可测的 (丑 - measur - 
able ), 或者更简单地称可测 ( measurable ). 由随机向量的可测映象所产生 
的象是可测的.也就是说,若把上述的可测映象^作用于取值于以内的 
随机向量 a ：( u ;) 上，就得到一个在内取值的随机向量这时 
^ p { x ( u )) 的均值向量可由 

E [< p { x {< jj ))) = J ^ < p {0^ ( d ^), 步是 aj ( w ) 的分布 (3.7) 

给定.这样的 < p ( x ( a ;)) 称为关于 x ( cj ) 是可测的.若有若干随机向量 
x a ( u ), a € A , 也可以把它们排列起来定义更高维的随机向量 

- (3.8) 

a 

若 *( a ;) 的分布是 x a ( u)(a € A ) 的分布的直积分布，则称 x a { u){a G A ) 
为独立 ( independent ). 这也可以由下述条件来表达. 

对任意不相同的 ai , a 2 ,•••,«„ G A , 都有 

n 

PW / x ai ( w ) e 岛 ， i = 1， 2,… ， n } = J ] P { u / x ai ( u ) eEi }. (3.9) 
»=1 

设 A = EA (直和 )， a e il ， 且令 x a ( u)(a e A ) 为独立，则 

A 

1/aM= n 〜 ㈤ )， XeA (3.10) 
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也为独立.又若令 x a ( u;)(a € A ) 为独立， 且令％ 为可测，则 < f a ( x a ( u ;)) 
(a G A ) 也为独立. 

若 xM , x 2 ( u ) } ---, x n ( u ) 是独立的复（实）随机变量，则 

£?[ xi ( a ;)*** a ; n ( a ;)] = F [ xi ( w )] f ；[ x2 ( a ;)] - - - E [ x n ( u )]. (3.11) 

这叫做均值的可乘性. 

关于随机变量（或者向量）的序列 x n ( u)(n = 1,2,…）收敛于的 
定义,有各种各样的方法.一个最自然的方法是 

P { a ;/| x „( a ;) - x ( u )\ — 0} = 1， (3.12) 

此处 M 表示向量的长度.因为-; rM | 是 a ; 的可测函数,并且 
{u/\x n {u)) - x{u)\ — 0} = f|U 门 -x(w)| < 

p N n>N ^ P ) 

所以 (3.12) 左边的 { u / n } 是可测集合•而 （3.12) 即意味着它的尸-测度 
为 1. 这种收敛，叫做上的几乎处处 (almost everywhere ) 收敛，或概率 
为1的收敛，或几乎必然收敛 (almost sure convergence ), 或概收敛，并记 
为 a; n — x ( a . e .)®. 

下面是较弱的一种收敛概念.对所有的 e > 0,极限 

P { jj /\ x n ( u ) - : r ( w )| > e } — » 0 (3.13) 

恒成立，这叫做依概率收敛 (convergence in probability ), 并记为： r „ — 
这时&的分布就以下一节中所解释的意义收敛于 a : 的分布.又 
若当 E (\ x n - x \ P ) 为有限时，由 

E (\ x n - x \ P )^0 (3.14) 


所定义的收敛，叫做 p 幕平均收敛 (mean convergence of the pth power ). 
当 p = 2 时,称为平均收敛.这种收敛的条件比依概率收敛的条件强. 

§4分布函数、特征函数、均值和方差 

以步 ，札 巧，…表示 R 1 ^ 1 ) 上的分布.称函数 


① a.e . 是 almost everywhere 的 简写 . 
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^(0 = ^(-00,^] (4.1) 

为步的分布函数 (distribution function ). F ⑹应满足的条件是 

( i ) 非降： e < r /^ F ( O ^ F (77), 

( ii ) 右 连续： F (^ + 0) = F ( e ), 

( iii ) ■ F (- oo ) = 0， F ( oo ) = 1. 

反之，若满足以上条件，则它是由 

H E 、= f dF (0 ( Lebesgue-Stieltjes 积分） (4.2) 

J E 

所决定的 R ^ B 1 ) 上的分布步的分布函数.现在若令: r ( u ;) 为随机变量, 
则 x ( w ) 的分布步的分布函数 F ⑹可由等式 

F (0 = P { uj / x { u ) ^ (4.3) 

给定.这也叫做 *( u ;) 的分布函数. 

由以上可知，分布少和分布函数 F 之间存在着一一对应关系，所以 
可用分布函数来代表分布.若以€巧,巧，…表示对应于宄心少 2 ,…的 
分布函数，则可将分布序列 {^ n } 的收敛定义如下. 

若对于的所有连续点《，均有® 

■ —m (4.4) 

则规定为 A — 也这一条件能写成下述形式. 

在 K 1 内稠密的点列上，成立 

HU - 0) 《 ljmF n ( U ) ^ ^ + 0). (4.4，） 

n n 

或者,对于任意的有界连续函数/(0,成立极限关系 

/ /(0峨卜 / /(0_. (4.4") 

•/ri 7ri 

若 

inf ^ n [- a , a ] — > 1 (a -> oo ), (4.5) 

①下面有关分布函数列收敛的一些结论，其证明可参见 M . Loere ： Probability Theory , 
Van Nostrand , 1955, §11. 一 校者注 
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则可 以从化 先取一子序列，使之收敛于某一分布 • 

令 f . 

ip { z ) = / e , z $ < P ( d ^), -oo < z < oo , (4.6) 

7 ri 

即为少的 Fourier 变换，此时称 p 为少的特征函数 (characteristic func - 
tion ). 若步是实随机变量: c ( u ；) 的分布，则 

< p ( z ) = E ( e izx ). (4.7) 

这就叫做; r ( w ) 的特征函数.显然有下述的 性质： 

¥?(0) = 1, | y ?( z )| ^ 1, (4.8) 

在 - oo < < oo 内一致连续. (4.9) 

非负定：对于任意的复数 ai , a 2 , •• jOn 和任意的实数 zi , Z 2,-- -, z n , 
^2 aiaj ( p(zi - Zj ) ^ 0. (4.10) 

反之,一个非负定的函数 < p ( z ), 在 z = 0连续且口⑼=1，则它必为某一 
分布步的特征函数.这就是 Bochner 定理 ® 

令叭列,内,…分别为武 A , …的特征函数,则成立下面的步和 

^ 的对应关系. 

⑴= < P 2( z ) ~ <?2- 

( n ) < p n ( z ) - < p ( z ) (对所有的 < P - 

( m ) 若在所有的 z 上收敛于某一函数0⑷(并未假定 吵） 是 
某一分布的特征函数)，并且在2 = 0的某些邻域内一致收敛时，则外 2 ) 
就成为某一分布#的特征 函数. 因此，由⑻得出 h — 步. 

这些性质主要是由 P . Levy 所获得的. 

分布的均值 （ mean ) 和方差 （ variance ) 分别由 

M (<?) = f ^( dO , V (^) = / (卜 M ⑷) 2 <?(狀） (4.11) 

«/ri JR 1 

来定义.可以这样说，均值是分布的中心，而方差表示分布的散布的程度. 
若 令步为①⑼ 的分布 ，则 M (步） 等于 五⑷ ，而 V (^) 就等于 E [{ x - 

^①参见复旦大学数学系郑绍濂等编的《概率论与数理统 计》， 上海科学技术电版社, 
1961, §19. ——校者注 



基本概念 


E(x)) 2 }. 后者也记为 V(x), 并叫做 a： 的 方差. 显然， 

V{x) = E(x 2 ) - E(x) 2 . (4.12) 

令 x u x 2 为独立随机变量 ，: c 为其和•令 xt,x 2 ,x 的分布各为婀，色， 
分布函数为 F u F 2 ,F- 特征函数为^,^2,^；方差为则有 

«?(M )= / «Pi(M-0^(<^)= / (4.13) 

7 ri ^ r 1 

此处 M - ^ e £}, 

F (0 = / 巧(卜舰 (”)=/" F 2 (^- V )dF l ( V ), (4.14) 

ip(z) = (pi(z)(p 2 (z) (特征函数的可乘性)， (4.15) 

7 = ^1+7 2 (方差的可加性). (4.16) 


为了证明 (4.13), 令 CA / 为 M 的示性函数，则因随机向量 （ XW 2) 的 
分布为必 X 巧，所以 

^{M) = E[cm(x)] = E[cm{xi +x 2 )\ 

= f f cm (6+&) 步 I ( d 6) 私 ( d 6) 

Jr 1 Ju 1 

=\ ^i(M-6)^(d6)- 

其他的关系式也可仿此加以证明.姑且脱离随机变量而来考虑任意 
的两个分布婀，色，则由 (4.13) 所定义的$也是一个分布，并以 A * A 
来表示,称它为少 1 和企 2 的卷积 ( convolution ). 若令少 i ，步 2 ,少的特征函 
数为 V ? l ，</?2，</?， 则 

1/5(2) = (fii ( z )( fi 2( z ) O 多= 步1 * 步 2 . (4.17) 

若少为一分布，定义多的负反多 如下： 

<f(M)= -M = {-e/e e M}. (4.18) 

的特征函数 0 即为 
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( p { z ) = < p ( z ). ( 4 -19) 

若 x 的分布为步，则- x 的分布即为表若少是{爽}的凸组合，则 
^ 是同一组系数的{内}的凸组合.由此可知，特征函数全体的集合 C 具 
有下述的 性质： 

⑴ C 中元素的凸组合仍属于 C， 

(ii) <p\,<P 2 € C =► <^i • € C) 

(iii) (f e C 今 ^ £ C 、 

(iv) p € C =» |<^ 2 e C. 

若令随机变量: r 的特征函数为咖)，则 ax+fe 的特征函数为 e ifc ^(az). 
现将在§2节所举的一维分布示例中分布的均值从、方差V和特征 
函数<^(幻列表给出，见表 4-1. 


表 4>1 




M 

V 

p(z) 

占分布 

«(* ； o) 

a 

0 

e 似 

二项分布 

B(-;p,n) 

np 

npq 

(pe**+9) n 

Poisson 分布 

P(.; 入） 

A 

exp{A(e** - 1)} 

正态分布 

N(-;a,v) 

a 

V 

exp{iaz - ^z 2 } 

Cauchy 分布 

C(-;a,c) ; 

没有 

没有 

exp{iaz - c\z\) 

因为 （ p# 

+ q) n -(pe iz +q) n， 

= (pe* 

*+g ) n+n '， 所以由 (4.17) n 


B(-;p, n)*B{-;p,n , )= 

: B(*;p,n + n , ). 


同理可得 

5(.; a) *<5(-; a’）= 

= <5(.;a 

+ a ’)， 



p(- ； A)*p(- ； y)=p(- ； A+y), 

N(' ； a,v) * N(' ； a',v f ) = JV(*; a + a’，v + v ')， 

C{"-,a,c) *C(' ； a\c r ) = C(']a-\-a r ^ + ^). 

又因当 w —»0 时， exp{icu - 音 z 2 } —> e* a2 , 所以由式 （ 4 .10) 和式（ 4 .11)之 
间的 （ii) 得 N(-,a,v)^ S(-;a). 在这种意义下，5分布可以看做正态分布 
的退化情形•同理 <5分布又可以看做 Cauchy 分布的退化 情形. 

上面所得到的结果仍然可以照样推广到 m 维的分布上去.此时，分 
布函数就由下式所 给定： 
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F (6’...，6 n ) =步((-00,6 】X (-00，&] X …X (- oo ,^ m ]). (4.20) 

分布序列收敛的定义也与一维时相仿.特征函数可由 

从 Z 、 = Ln e <( Z ，€) 步 ㈣ ，（:， = (4.21) 

V=l 

来定义，而其性质就完全与一维的情况相同.均值和方差分别成为均值向 
量和方差矩阵.其分量可由 

Mi = j R Ji ^( d 0, Vi j = J R J ^~ - M i ) 步 ( d 《） (4.22) 

给出•若少是随机向量，: r 2 ,..•，：!；„) 的分布，则上述的 F ， v ?, Af 和 
F 分别为 

F (&， •••，&) = P { u / xi ( uj ) <心， .• •， z m ( w ) < 《 TO }， 

V>(z) = E(e^), 

M = E ( x )> Vij = E{( Xi - Eix^xj - E( Xj ))}. 

若就 § 2 所举的 m 维分布的例子来求 M , F 和 & 则可列为表 4~2. 


表 4-2 



M 


V 


5(.; a) 

a 


0 

e 坳 ， 》) 

B(-\p,n) 

n • p 

\ v = 

=«Pa*(1 — Pm) 

= ~np^p„(/i ^ v) 

(? p ^y 

N(-,a,V) 

a 


V 

exp{i(o,*)-i(Vz,z)} 


在定义正态分布的时候，假定了 V 是狭义正定对称矩阵.当 V 是广 
义正定对称时，若令 = V + I/n(I 是单位矩阵)，则成为狭义正定 
对称，因而可以定义队= AT (-； a , V n ). 这个分布的特征函数％⑷可由 
下式 给出： 

Pn ⑷ = exp | i ( o , z ) - ~( V n z , z )^ = y ?( z ) exp | - 
此处 

<p(z) = exp { i ( a , 2 ) - i ( Vz ,«)}. 
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故 (^( Z ) 在 Z 的任意有界集合上—致收敛于#>)，因为 V ? n ( z ) 是 iV „ 的 
特征函数，所以也就是某一分布 W 的特征函数，而且 W 是分，序 
列 {Nn} 的极限.这个 w 记为正态分布 iV(.;a ， V )•当 V 特别是狭义正 
定时，这就与上述的定义相一致 •若 V 不是狭义正定即 detV = 0时，那 
么这个正态分布就叫做退化的正态 分布这 时，这个分布的支集不是整个 
空间 R ' 而是其中的某些超 平面. 但即使是在退化的场合， a 和 V 仍然 
分别是 JV (.; a ， V ) 的均值和方差. 

最后，就无限维空间 K ^( B A ) 上的分布，定义其均值向量 M 、 方差 
矩阵 V 和特征函数 p (2). M 和 V 完全与 m 维的场合的定义相同•特征 
函数与以前稍有不同的地方•在饥维的情况下，2也是爪维的任意向量， 
但在无限维 （ R A ) 的情况下, z 就只取几乎所有的（即除有限个例外的意 
思）坐标为0的 r 4 的元素.令这样的点的全体为时•当 M 
时，就可以定义 （ z ,0 = 因为右边实际上是有限和，所以不会发 

生收敛与否的问题•对于上的分布兄其特征函数 Wz ) 就定义 

为 r 

ip ( z )= e i ( 卿 ㈣ ， 

Jr a 

在 Wz ) 中留下有限个坐标，然后令剩下的都为0,就得的截 
口 (section). P 的特征函数的截口 就是户 的射影 (2.12) 的特征函数•据 
此, Kolmogoroff 定理可以改述如下. 

若 z e Rf 的函数 p ( z ) 的任意截口是特征函数，则咖）是 ^ A { B A ) 
上的某个分布的特征函数.并且这分布是唯一决定的 • 

利用这点，就可以定义无限维的正态分布_令 M 为的任意的元 
素， V 为 R AxA 的元素，并且满足 

V a0 = V 0a ( V ^ 为 V 的坐标)， 

(VZ,Z) = ^ Vq0Z a Z0 ^ 0 [Z ^ Rq). 

(注意右边实质上也是有限和 •） 若令 

<p(z) = exp|i(«, M) - ^(Vz, z)|, 

由于 p ( z ) 的任意截口是正态分布（包含退化的情形）的特征函数，因而由 
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上面改述的 Kolmogoroff 定理， <p(z) 可以定出 R A ( B X ) 上的分布.此分布 
叫做 R A 上的正态分布 N(-;M,V). 因为此分布在 •••,«„) 上的 
射影对应于 p ( z ) 在（勿，邮…，％)上的截口，故得 N(-(M Qi ),(V aia .)). 
由此容易知道, M 和 V 分别是此分布的均值和方差. 


§5随机过程 


随机过程 (stochastic process , random process ) 是把随时间变动的偶然 
量抽象起来的概念.从测度论观点下的概率论来看，就可这样来 定义: 
令 f2(B,P) 为基本的概率空间， r 为实数的集合，对应于 r 的元素 t 
的随机变量 x t (u) 所成的族就叫做随机过程.从应用上来说， f 表示时 
间，而 xtioj) 就表示该偶然量在时间 f 的值.至于 T 的取法，既可以是 
{1，2,3,•_.}，{•••，-3,—2, —1,0, 1,2,3, •••} 这样的离散集合，又可以是区间 
(0, oo ),(- oo , oo ),( M ) 这样的连续集合 . r 是离散集合的情形特别叫做随 
机序列 (random sequence ). 

随机过程 x t (u),t € T, 又可以考虑为无限维的随机向量 x(u) = 
U t xt(ij). x(u) 虽是取值于 R t ( B t ) 内的随机向量，但因的元素是定 
义于 r 上的实函数，所以对于每一 就有一个这样的函数与之对应.在这 
种意义下,随机过程有时也叫做随机函数 (random function). 与 w 对应的 
t 的函数叫做样本函数 (sample function) 或者样本过程 (sample process). 
因为随机过程是取值于 E t ( B t ) 内的随机向量,所以其分布就为 K r ( B T ) 
上的概率分布.若其为正态分布，就叫做正态随机过程 (normal stochastic 
process). 

若 Xt(u) 是取复数值的 U ； 的可测函数，则 x t (u;),t€T, 叫做复随机过 
程.至于把正态随机过程推广到复随机过程的场合,将在§27中讨论. 
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§6可加过程的定义 


可加过程 (additive process , differential process ) 是这样的随机过程，当 
时间变动时,它将加上独立的增量.详细地来说，对于 - oo < a < b ^ oo , 
随机过程 x t ( u)(a ^ t < b ) 叫做可加过程，如果 满足： 

⑴ x a ( u ) = 0, 

(ii) 对 a ^to < tf • < t n < b , x ti - x ti _ x (* = 1,2, • • • , n) 是独立的. 
同样又可以定义可加序列 (additive sequence) x„(w),n = 0,1,2, •••, 
这时代替 （ ii) 的是 y n = x n — x n _i(n = 1,2，".) 为独立的. 

下述的构成定理是讨论可加序列的基础 • 

定理1对任意的一维分布序列 A ， 都可以在适当的概率空 
间上定义可加序列 { x n }, 使得 x n - x n _ i 的分布为 t . 

证明假使已经得到了所求的:那么， y n = x n - x n ^ i , n = l , 2 ,---, 
就是独立的，且以 A 为其分布.故无限维随机向量的分 

布就是 A ， n = 1，2，.. •的直积分布.由此可见，定理可以这#来证 明：设 

又对 we /2 设 

n 

n 

J/nM = Pn ( w ), （6. 1 ) 

1 

则伽„}就是所求的序列. 

下面是关于可加过程的一个相应的 定理令 A(a < t < b ) 为可加过 
程，少 st 为 : Ct - X«(s < t ) 的 分布. 因为当 S < t < U ^[ y X u - Xs 是独立随 
机变量 - %和〜 A 的和，所以 

^SU = ^ 3t * ^tu { s < t < u ). (6.2) 

定理 2 若 ^ t(a ^ t < b ) 为满足 （6.2) 的分布系列,则可以在适当 
的概率空间上确定可加过程<«<6),使得: r t - a 的分布为夂 t . 



证明为了找到构造出; r t 的线索，假设已经得到了心，而去求随机 
向量= Ux t ( u ) 的分布的特征函数 a 设 r = [ a , 6). 对 z e Rf , 

¥?( 2 ) = E(e i(x ’ x )). (6.3) 

特别地，当 2 的坐标除 z tl , z t 2 i ---, z tn ( t 1 < t 2 <•••<<„) 以外均为0时， 
¥?(2) = _ C ( e * 

=4?加〜 )） 卜 f >‘， b =。)， 

由的独立性可知上式等于 m 山 (4) (如=心的特 
征函数)，因而 

P(Z) = JJ ^pt^Mzt v + Z tv+ , + • • • + 為 J. (6.4) 

1/ 

这样一来，就知道了定义 : r ( u ;) 的分布的方法，由此可将定理如下证 
对 M 崎，按照（6. 4 )来定义咖) • 这里必需 注意： “比如&，&，...， 
灸"中的 I 等于0时， p (2) 虽然也可以由的此 ，外 t 2, …， 山 + 1 
来定义，但要证明它与（6. 4 )的右边一致， V ?⑷的定 
义才能肯定 •” 为此，只要证明 < Pt u _ ltu + 1 ( z ) = 队-山⑷仇^+加 就够 
了，而由（6. 2 )即知此事必然成立_下面将证明，把 （6.4) 的右边看做 
&，•••，々„的函数时，那就是某个 n 维分布的特征函数.为此,考虑使得 
直积分布 P 少 tv _ ltl / 分布于 R n ( B n ) 上的概率空间 Q '{ B \ P '), 且在其上 
设 V ' M ) = V (^) 时 ; 则其分布为 ^_ lt „ 并且这些随机变量都是独立的. 
因此，若设 4(0/) = 且令随机向量 x '( a /) = n ^ u ') 的分布的 

特征函数为 < p / ( z 1 , z 2 ,---, z n ), 则知道( 6 . 4 )的右边等于 〆 (〜 , z t 3 r --, z tn ). 
故由 Kolmogoroff 定理（变形)，得是 R T ( B T ) 上的某个分布 （/>) 的 
特征函数.若设= R'B = B 7 '，则 n ( B , P ) 是基本的概率空间，又若 
对 w e /?，定义 x t { u ) = PtM ， 则 {&} 就是所求的可加过程. 


§7可加过程的例子 

设反复地掷一枚硬币，令 x n ( ar 0 =0) 为到第 n 次为止掷出正面的次 



数，若设 yi = ® i ,?/2 = X 2- x\,yz = a ： 3 - a ： 2 , …，则 yn 随着第打次掷出 
正面或者反面而取1或0•因此， yn 的分布色 I 都是在0,1之上各分布为 
1/2的纯粹不连续分布•并且 {2 M } 是独立的随机变量序列.故 {〜} 是可 
加序列,而其数学模型就可由前节的定理1来构成. 

下面来考虑随机游动 (random walk) 的 问题. 假设一酒醉者从贯通着 
东西的马路上的一点出发，一步一步地向东或者向西跑，这完全是偶然选 
择的,设他在走了 n 步后所处的位置为〜(在出发点的东边为正，西边为 
负). 若设= a ： i ， y 2 = x 2 - 心，…，则恥随着第 n 步向东跑或者向西 
跑而取士1，并且它们的概率分别为 I / 2 .也就是说，如的分布就是 
^ (±1) = 1/2 的纯粹不连续分布•又因 { yn } 可以考虑为独立随机变量序 
列，所以 {〜} 是可加序列，而这也可由前节的定理1来构成. 

其次，以 Poisson 过程 (Poisson process) 作为可加过程的例子. Poisson 
过程 <oo, 是一可加过程，而且: rt _ ☆(< < s) 的分布‘就等 
于 Poisson 分布 P (. ; A(t - «)). 此处 A 是正的常数.因为心满足前节 
的定理2的条件 （6.3)( 见§6)，所以可以利用这个定理.当 /I — 0时，由 
Poisson 分布的定义就立即知道 

P{u/x t+h -x t >l} = P{u/x t +h - = 1} ~ A • /i. 

假设某些现象在各个瞬间独立地发生或不发生，而且令其在 （《，t + dt ) 之 
间发生的概率为 X dt . 这时在 [0,t] 之间发生的次数 A 可以看做 Poisson 
过程① • 

作为可加过程的另外的一个例子，可以举出 Wiener 过程 (Wiener 
Process). 这其实是随机游动问题的一种连续 情形. 它可用一个可加过程 
x t (0 彡 t < 00) 来定义，使得 x t - x s 的分布心是正态分布 N (-,0, t - s ). 
因为知也满足前节定理 2 的条件（ 6 . 2 )(见 §6), 所以可以利用这个定理. 

若： c t 是可加过程，则 ax t +pt + ^ 也是可加过程•又若 A (a ^ t < b ) 
和 y t (a ^ t < b ) 都是可加过程,并且随机向量 ® 和 y = IJyt 是 

独立的（也可以这样说，“若对任意的 tuh ， …, t n ， n 维随机向量和 

~ ①这一结论的一个简单证明 , 可参见复旦大学数学系郑绍濂等编的 《概 率论与数理统计》， 
上海科学技术出版社， 1961 ， §6 之例 7 . ——校者注 
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是独立的”)，则 ax t +^y t (a 彡 t < 6) 也是可加过程.对于两个以上的 
4加过程来说这一结论也成立.利用这个事实，由 Poisson 过程和 Wiener 
过程出发,就可以构成更一般的可加过程（见 §17). 

§8关于独立随机变量之和的不等式 

定理 l(Kolmogoroff 不等式）设 A ，办, ... ，〜为独立，且 

五 (x<) = 0， V(xi) < oo, i = l,2,- -,n, (8.1) 

则 „ 

p {w/ 舍 I 工 1 + … + >c} < 4 亡 y(xfc). (8.2) 

- ° k=l 

证明设 = {w/|a：i|, |a：i + x 2 |, • • •, |a：i + • ■ • + Xjfc_iI < c, |xi + • • • + 
*fc| ^ c}, 1 < fc < n, 并令八 k 的示性函数为 ak(u)).ak(u) 关于 zi，a：2，...，Xfc 
是可测的■由人的定义，可知 A u A 2 ,..^A n 互不相交，于是 （8.2) 的左 
边等于 

■P(4i + A2 + ••• + A n ) = y~]p(i4fc). 

由 E{xi) = 0,得 

V(xi + •■• + x n ) = E((xi + …+ z„) 2 ), 

又因 E 叫彡1,所以上式彡 E E(a k ( Xl +…+ x n ) 2 ). 

但因 

E(ak(xi + …+ x n ) 2 ) = £ , (a* : (xi 十…+ x*) 2 ) 

+2E(ak(xi + …+ Xk)(xk+i + ■ ■ • + x n )) 
+E(afc(a；jfc + i + • •. + x n ) 2 ). 

由办的定义可知第 1 项彡 <?P{A k ). 0咖+. . .+x fc ) 和 (® fe+1 +.. -+x n ) 
分别关于（々，•••，办）和（办 +1 ，…， 〜） 是可测的，所以这些随机变量是 
独立的，并且 E(x k+l +…+ *„) = 0,故第2项为0,第3项彡0 ■因 此， 
上式 > 0 2 户(40,于是 
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V { x x + • • • + x n ) > c 2 ^ P { A k ). 

又由{办}的独立性可知左边等于 EF (办) . 综合以上所述就得 (8.2). 
定理 2(0 ttaviani 不等式）若;^ ，: r 2 ，... 为独立，并且 

P { u }/\ xk +\ + • • • + x n | < c } ^ 1/2, fc = 0,1, •••,« — 1, (8.3) 


则 

P{u/ max|xi + • • • + Xfc[ > 2c} < 2P{w/|*i + • •• + x n | > c}. (8.4) 

证明 若令 

Ak = {a;/|xi|, |xi +x 2 |, …， |rri + … + x*-i| < 2c, 

|xi + ••• + Xfc| > 2c}, l^k^n, 

Bk = {^/|*k+l + • • * + ®n| ^ c }> 1 ^ fc ^ n — 1, 

mA u A 2 ,--,A n 互不相交，于是 （ 8.4) 左边的 u; 集合等于 Ar+A 2 + ■■■ + 
4 因由 |xi+---+Xfe| > 2c, \x k+1 +- - -+a ： n| 彡 C 可以得出 |xi+---+x n | > c, 
所以若令 （ 8.4) 右边的 a; 集合为 C , 则得 

Ai • B\ + A 2 • + • • • + A n • B n C C, 此处 B n = !?• 

因为 A 由形状为（仏 … ，办） G 五的条件而定，风由形状为（叫 +1 ，…， 
x n ) e E' 的条件而定，又因 ( 灼， … ，办）和 (x Jfc+ i,...,x n ) 是独立的，于 
是 P{A k B k ) = P(A k )P(B k ). ^ (8.3 ) 得 P(Bfc) > 1/2 .故 P{A k B k ) > 
P(A k )/2 . 因此 

P{C)^ PiAxBi) + P(A 2 B 2 ) + .. • + P(A n B n ) 

> l(P(A l ) + P(A 2 ) + --- + P(A n )) 

故 i 

P{C) ^ 豆 P (乂 1 + 义 2 + ••• + A n ). 


§9 0-1 律 


当 u ； 集合 4 的示性函数 a ( a ；) 关于随机向量 *( a ;) = n 为可 

AGA 

测时，就称4关于 》( a 0( 或关于 x x ,\ eA ) 是可测的.令 A 为4的任意 
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元素，€为任意的实数，考虑所有形状为 {lj/x x 《0的^集合，而把包 
含这集合的最小 Borel 集合体记为 B ( aO 或者 5(^^ e 4). “ 4关于 

可测”就等价于4是 B ( x ) 的元素.换言之，4是形状为 { u / x ( u ) e 
E}(E € B a ) 的 集合. 此时，对于任意的 X 1 , X 2 ,... f X n eA & E € B n ^ 
说， W /{ x Xl , xx 2 ,---, x Xn ) eE } 关于 : e 是可测的.球 Ai ， 入 2 , ••）„€>!， 
贝 IJ 使得 x An ( a;),n = 1,2,…，收敛的 a ; 全体的集合 关于: r 也是可测的. 

引理1 令災关于; t a (A e ⑷为 可测. 则对于任意的 e > 0,可在 
^中找出有限个元素,例如屹 A 2 , …, A m 及存在关于: r Al ，％,…％为 
可测的集合使得 

P(A-A e ) + P(A e -A)<e. (9.1) 

证明因为具有上述性质的4全体是一 Borel 集合体.此外，具有 
形状为 { cj / xX ^ (} 的集合具有这种性质，所以 B ( x ) 中的元素都具有这 
种性质. 

称 A x (X e A ) 是独立的，意指其示性函数的集合 aA ( w)(A e ⑷构成 
独立随机变量系. 

引理 2 若山，也，…(有限个或者可数无限个）是独立的，则 

P ( fK ) = H P «)， 此处 < = 4或者 (9.2) 

n n 

引理 3 令 x x ( u)(X e A ) 为独立随机向量系，若对各个 A 6 
分别关于 * aM 为可测时，则 A x ( X ^ A ) 是独立的. 

定理 l ( KolmogoroffO-l #) 设 an ，幻，…是独立的，且若对任意的 
n 来说,火关于 x n , x n+u ■■- 为可测，则 

P(A) = 0或者 1. (9.3) 

证明因为 只关于 々，幻，…是可测的,所以对于 e ， 取足够大的 n , 
就在 （9.1) 的意义下，可用关于 xi , x 2 ,---, x n 为可测的 > l e 来逼近 A 因 
为4关于 x n +1 , x n +2 ,.-- 也是可测的，所以由 {〜} 的独立性,可知>1和 
A e 是相互独立的（引理 3) .故戶(>4 . A ) =尸(4)户(丄).由 （9.1) 得 


| 尸 (4) —P ( 先 )|<e ， \P(A)-P(A-A e )\<e. 



因此,令 e — 0便得 P(A) = 尸 ( A ) 2 , 即 P(A) = 0或者 1. 

应用定理1,就可以 证明： 若；^，叼，…为独立，则 

斗;/5>„收敛} = 0或者1， 

1 71 

— 0 } =0 或者 1 • 

定理 2( Borel - Cantelli 定理）若事件序列 {A n } 满足 

J 2 P ( A n) < oo » (9.4) 

则 

P (^ n )=0, P ( lim ^) = 1. (9.5) 

若 {A n } 是独立的，而且 

E p (^) = oo , (9.6) 

则 


P ( limi 4 n ) = 1, P ( limA ^) = 0. (9.7) 

证明若假定 （9.4) 成立，则 

P(^n) = P(f| U A ) 彡 P ( U 鳥 ）< E 尸⑹ 一 0. 

k n^k n^k n^k 

故 （ 9 . 5 ) 的第一式即被证明•利用 \jmA c n = ( ii ^ A n ) c , 第二式就可由第 1 
式导出. 

其次令 {A n } 是独立的，且令 （9.6) 成立. 

獅<)= p(U fK ) < E p ( PK ). 

k n^k k n^k 

由引理2， 

尸 ( rx)=n 尸⑷ =11^ - p w)). 

n^k n^k n^k 

因由 （9.6) 得 E P(A n ) = oo , 所以上面的无穷乘积为 0, 于是 P ( Um ^) 

ri^k 

也为0.因而 P ( HnL 4 ri ) = 1. 
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§10可加序列的收敛 

令 x n (n = 0,1,2,...) 为可加序列•若设 y n = x n - ^，则{枷}是 
独立的随机变量序列.本节的目的是来考察当71 — 00时 Xn 的收敛条件. 
若以 C 表示使 x n ( u)(n = 0,1,2, -.) 收敛的 u ; 集合，则得 

c= nu n -x n (u)i < i/p} 

V k m y n>k 

=nu n { 峰时咖 )+… +ymMi < i/p}. 

P k m,n>fc 

故 C 关于 yi ) y 2l - 是可测的•因为 x n ( u)(n > 0) 的收敛等价于 x n ( u ) - 
x N ( u)(n ^ N ) 的收敛,所以也可以写成 

c=nu n { u /\Vn+l{^) + ... + y m (w)| < 1/p}, 

P k^N m 1 n>k 

而 C 又可以说是关于 yN + hVN + 2 , … 是可测的.故由 Kolmogoroff 0-1 律， 
就得 

P { C ) = 0或者 1. (10.1) 

那么在什么样的条件下,户((7)才为1呢？首先叙述充分条件. 

定理1若{五(〜)}与 { K ( x n )} 同时收敛，则 P ( C ) = 1,也就是说， 
x n 几乎处处收敛. 

证明 由于; r n = - E ( x n )) + E ( x n ), V ( x n ) = V ( x n ~ E ( x „))， 因 

而设 E ( x n ) = 0 也不会丧失普遍性.因为 
00 

< 00 , 

所以对任意的 e > 0,存在 n ( e ), 而且当 n 彡 n ( e ) 时，总有 
E ^ nXe . 

n 

根据 Kolmogoroff 不等式，得 

p {^/ | y„+i + …+ 1/ n+jfcl > a } < e / a 2 . 
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令 


便得 


p { w/sup | y„+i + …+ y n + fc | > o } ^ e / a 2 . 


因为 |j/n-f-fc + ， • , + J/n+i| ^ |j/n+l + • • * + J/n+A:-l| + |j/nH-l + * * # + yn+i| {k < /), 

所以由上式得出 

p|w/sup \y n+k + ■ • • + y n+ i I > 2aJ ^ e / a 2 (n ^ n(e ))， 

令 n — oo 就得 

pjcj/Jim^sup \y n+k + ••• + y n +i\ > 2aJ < e/a 2 , 

先令 e — 0, 而后再令 a — 0 就得 


…… i >0 h 0 . 


这就说明了 C * 的余集的尸测度为 0. 

下述定理说明了几乎处处收敛的必要而且充分条件. 

定理 2 (三级数定理）若设当 |糾 (0；)| < 1时 y ' n { u ) = 如 ( a ;)， 当 
| y n (<^)| > 1时= 0,则 : c „ 几乎处处收敛的充分必要条件是下面的 
三个级数都 收敛： 


J>(y;) ， ^P{u/y n ^y' n }. (10.2) 

证明充分性.由于前两个级数的收敛性，故根据定理1可知 ZVn 
是几乎处处收敛的.由第3个级数的收敛性，而且根据 Borel - Cantelli 定 
理，可知在某项之后 y n (u) = y' n {u) 的概率为1.故由以的几乎处处收敛 
性,而得出是几乎处处收敛的. 

必 要性. 若设 Y , PW/Vn ^ y ' n ) = 00 ,则根据 Borel-Cantelli 定理, 
可知对无限多个 n , y n { u ) ^ y ' n { u ) 的概率就是1.因为如一 等价于 
| y n | > 1,所以无限多个如的绝对值大于1的概率也是1.故乙如发散的 
概率就为 1. 所以为了使 E 如即如几乎处处收敛，就需要 T , PW / y n ^ 
y ' n } < oo . 若此式成立,则再次根据 Borel - Cantelli 定理，可知由乙如的 
几乎处处收敛性就会得出 Zy ' n 的几乎处处收敛性.现在令 < 的分布为 
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、而令 t 的负反分布为杏 n ， 又令<为系 n •因为 A 的支集为 
[-1，1],所以 I 的支集就为 [-2,2]. 显然有 

M (^ n ) = 0, V(^ n ) = 2V^ n ) = 2V(y , n ). 

若令 A 的特征函数为 ^p n (z), PJ A 的特征函数就为 Mz )\ 2 . 如上面所 
证，因为 EVn 是几乎处处收敛的，所以 

lim E(e iz ^ + ' +y，n) ) = E(e izXao ), = V'yn = 

n—»oo 

因此，在 2 = o 的某些邻域 （14 < a ) 上不为0, UMz)\ 2 > 
0(| z | < a ), 由此得出 

E(1 - Mz)\ 2 ) < 00, 


也就是 

Al - COSzO^n(d^) < 00. 

因为对足够小的《来说，有 l - cos ^> C 2 /3, 所以若令2为足够小的正数 
(注意 t 的支集是[- 2 , 2 ]),则得 

Y, / ^|-^n(dO<00- 

由此可知 E ^(^ n ) 收敛，从而 Ey(y'n) 是收敛的.故由定理1可知 
ZniVn-Eiy'n)) 是几乎处处收敛的.但因由假设是几乎处处收敛 
的，所以知 E ^( y «) 也是收敛的. 

定理 3 n 下述的3个条件是等 价的： 

⑴〜的分布收敛， 

( ii ) x n 依概率收敛， 

( iii ) x „ 几乎处处收敛. 

证明 （ iii ) 令⑻与 • ⑴是显然的.先证⑴马 •(!!)• 若令 y n 的分布为 
( f n , 其特征函数为％,则由 （ i ) 知 A * 巧 * …^当 n — 00时收敛于 
某一分布也若令企的特征函数为 p 时，则|^)|在 z = 0的某些邻域 
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\z\ < a 上大于某一正数 6. 又因 ipi(z)-tp 2 (z)' ■ ■ ■ 广义地一致收敛于 <p(z), 
所以对任意的 e >0, 可以定出 N(e ), 使得 

m>n> N(e) => |^ n + i («) - ¥W 2 (:) ... <Pm{z) - 1| < s (N < a). 

现在若置外 z ) = ip n+1 ( z ) … <p m (z) t 且令对应于 0 (幻的分布即〜—〜的 
分布为0,则当 m > n > N(e ) 时就有 


\0(z)- l\<e (\ z \^ a ), 


故 


y{l-e izx )0{dx)^<e. 

若从- a 到 a 对 z 积分，然后再除以 2 a , 则得 

/ ( 1_ ^) 0 ㈣ <e . 


因存在常数 (7 >0,使得 

所以 
因而 


/ 


sino : ^ x 2 


刪 <*， 


1 + x 2 a 2 


[ 响 <与^， 

JM>v Cr t a 

综上所述,当 m > n > iV ( e ) 时，有 

P { u /\ x m - x n \ ^ T )} <(1 + ri 2 a 2 ) e / Cri 2 a 2 . 

这就说明了〜是依概率收敛的.剩下的就是证明 ( ii )^( in ), 但这与定理 
1的证明方法相似.只要以 Ottaviani 不等式来代替 Kolmogoroff 不等式 
就行了. 


§11散布度 


如前面所述，方差是表示分布散布程度的标志，但方差不一定存在， 
它的运用范围就有所限制.因此引进散布度这样一个概念，散布度对所有 
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的分布都存在而且起着与方差同样的作用.对一维分布钇就称下式中的 
<5(0 为！？ 的散 布度： 


S(^) = - In |yy e _,x_3/| <?(dx) 步 (dy)j. (11.1) 

再把上式括号里的二重积分的值表示为 g(^), 并称它 为！？ 的集中度.对 
随机变量 rr， 也可将 5(4 和 g(:r) 分别定义为由 z 的分布#所决定的 5(0 
和 g(^). 由定义知道下面结论成立. 

(i) 0<g( 〜 l ， (K_<oo. 

(ii) g(x) = g(x + a) = g(-x), S(x) = S(x + a) = S(-x). 

(iii) q(<P) = 1 分(步） = 0 分多是 5 分布 • 

(iv) S(x n ) — 0 分存在 {a „}, 使得依概率收敛于 0. 

证明 <= 是显 然的. 再来证明=>•由 <5( 〜 — 0得出 

JJ e-\ x ~y^ n (dx)K(dy) - 1 (耗 是〜的 分布) • 


故存在 {〜} 使得 


也就是 


故得 


I — 1， 

y(l_e-l-««l)i> n (dx)^0, 


n «- a n |>e 


^n(dx) ^ J{1~ e -|*-«n| ) ^ n ( da . ) _ +0 


(V) <y(a: n ) — oo o 对所有的 l,Q n (l) = snp ^ n [a - l,a + 1 ] 0 . 

证明若令 S(x n ) — 00, 则咖 „) — o. a 

^ n [a-l,a + l] 2 = JJ ^ n (dx)^ n (dy) 

l *- oMy-oKi 

< JJ ^ n ( dx )<? n ( dy ) ^e l q(x n ), 

\x-y\^2l 



故得 


Qn { l ) < e l / 2 q ( x n ) 1/2 
反之，对所有的 i ， 令 Qn ( l ) ^ o . 


1 ^n(dx) ^ 




,f ^e~ l + Q n {l), 


q ( x n ) = J J e -\ x - y ^ n ( dx )^ n ( dy )^ e~ l + 

若取 Z 足够大，使 e - 1 < e /2, 再取 n 足够大使 Q n ( l ) < e / 2 , 则得 q ( x n ) < e , 
因而 q { x n ) — 0 •故 S ( x n ) oo . 

( vi ) 若令 p 为企的特征函数，则 

q ^ ) = U l T+^ dz - 

因此，若^ —軋则 ?(< fn ) - 9(多)，也就是 6 (^ n ) ^ S (^). 同理，若 
Z ( 依概率收敛)，则 6 ( x n ) S ( x ). 

证明 若令少=参(步的负反)，则步 * 少的特征函数为 \^>( z )\ 2 . 

q (^) = JJ e - l at - wl « P ( dx )< P ( dy ) = JJ e ~\ x + y ^{ dx )^( dy ) 

=J e _|x| (^* 尹 )(dx) = J 二 / 叫步 * 尹 )(dx) 

=1 // e ，* = UTT ^ dz - 

( vii ) 散布度增加原 理若: T ， y 是独立的，则 

q(x + y ) ^ q { x ) 即 5 (x + y )~> S ( x ) } 

而等号只能在 y 的分布是 5 分布时才成立. 

证明 令 a ： 和 y 的分布的特征函数分别为仍和外，则 

为使等号成立，对 |^1 ( 2 )1 > 0的 z 必需有|仍(2)| 2 = 1. 然而因在2 = 0 
的邻域上 ^1(^)1 > 0,所以在同一的邻域上得 I 列⑷| 2 = 1.令2/的分布 
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为 O 和负反#的卷积为备.因为备的特征函数是 ㈣ )1 2 ,并因多是 
对称分布，所以当 | z |< a 时，有 

Jcos(zOW) = l BP /(l-cos( ， 0)W) = 0. 

若从 — a 到 a 对2积分，并以 2a 去除，则得 

因为 


C = 正的常数， 


所以 


/备_°’ 

故$是单位分布 <5( .⑼ ，而②就是一般的 5 是相互独立 

现在令〜为可加序列，并设 JM = -1 .因为 ％ +1 是相 
的〜 和如 +1 的和，所以如 ） > 咖 n +0 •因而取 +1 ).若设 

q = \[ mq ( x n ),5 = \ ixa 8( x n ), 则下面的定理成=但 乎处处收 

定理1 kocopo 分存在 W 使得 d 以几乎处处收 

敛，并且5 = 6( lim(ln - On )). ^ n 

定理 2 5 = oo^g = 0^Qn(0 = supP{Wa^Xn^a + /}-0. 

证明定理 2 早已在 （ v ) 里叙述过•备来证明定理 1 .令 5< °°，也 

就是 q > 0 . ^ 

1 / 1 奶 ⑷ =- [ f [ I 外⑷ 

q = ] T;J i + 之 2 nii 

由于 g > G , 故可适当地舰—酿为細 集合丨 使得在其上有 P 
K ⑷ I 2 > 0,因此 , 

5：[1- M ^) I 2 ]<~- 

n 

故若适当醜-测度为正的集合则能在其上得 
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A x 的测度（记为|叫）可以假设为有限的•若令如的分布为仏 ， A 
和它的负反4的卷积为系„,则 


?/ 


(1 -cos(zO)^n(dO < C. 


( 11 . 2 ) 


因为0 < Mi | < 00,所以 


/(0 = J A ^-~ cos (^)) dz 

在0 < 1(1 < 00 内为连续，并且/⑹ > 0. 当吃 I - M 50 时，就由 Riemann - 
Lebesgue 定理①得/⑹ —| A | > 0.当旧 — 0时，就得 


m 

槪勵 的下确界为正，而且 


z 2 dz > 0, 




(1 - cos«))d2 > (k > 0). 


因此，将 (11.2) 对在 7 U 上积分，就得 




K(d0 < C'. 


^n(d0^n(d77), 


/ r ^ n(d0 = " i ^:)”) 2 

所以适当地取 { k } 就得 

因而 


<c\ 


①参见 S . Bochner 与 K . Chandrasekharan 著的中译本 《傅 里叶变式》，何旭初译，高 
等教育出版社，第1章 §2. ——校者注 
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现在若设 Zn = Vn- 6«(^ | y « -b n \^l 时)， =0( 当 |糾 - 6„| > 1 时)，则由 
上面的结果可推得 


J2 P ^/ Z ^ ^Vn- b n } < 00 , 

n 

Y , E ( zl )< oo . 

71 

由第 1 条件，并且根据 Borel - Cantelli 定理，就知在某项之后知= 
y n - bn 的概率为 1. 又由第2条件而得出 

< 5]五(4) <00， 
n n 

根据§10的定理1，可知 E (^ n - CnKCn = E ( z n )) 是几乎处处收敛的. 
故 E ( y « - dn)(dn = b n + Cn ) 也是几乎处处收敛.因而 { a ；„ - a n }(On = 
d 1 + d 2 + ----^ d n ) 也是几 f 处处收敛.若令 lim ( z n - a n ) 的特征函数 
为咖)，则因 bWI 2 = n Ia ⑷| 2 ,而得 g (lim (〜 - a „)) = g ，因而 

n=l 

5( lim ( a: n - a n )) = 8 . 

上述定理 1 中的数列 {〜} 叫做收敛化常数列.若 { a „} 是收敛化常 
数列，队}是收敛数列，则 { a n + 6 n } 是收敛化常数列.作为求收敛化常 
数列的一个方法,有下述的定理. 

定理3若定理1的条件得到满足时，用下列等式 

五 ( arctan ( x „ - Cn )) = 0 (*) 

决定 Cn，^ 所成的数列 { h } 就是收敛化常数列.这叫做 Doob 收敛化常 
数列. 

证明首先在上述的条件下证明 c „ 是唯一确定的. 若令 c n 从 -oo 
变到00,则 ^ arctar ^ n - Cn )) 从 : t / 2 ( 狭义）单调地连续减少到 - Ji /2 .故 
存在一个而且唯一的一个 C „ 使 （*) 式成立.若定理1的条件满足,则存 
在收敛化常数列 {Or,}. 若能证明 { c „- a n } 是收敛序列,那么定理3就被 
证明了.为此，只要证明 { Cn - an } 的极限点是唯一的就行了.现在令 

Cp { n ) - a p ( n ) C ( p ( n ) 是自然数的子序列) • 


因为 
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X v (n) - Cp(n) = (®p(n) - Op(n)) - ( c p(n) - a p(n)) -* X - C, 

所以 

E ( axctaxi{x - c )) = lim £( arctan ( x p ( n ) - Cp („))) = 0. 

n 

故 c 是唯一确定的. 

注意在定理1中， EVn 叫做收敛型，而在定理 2 中，就叫做发散 
型. 

§12可加过程的简单性质 

令 e 7 1 = [ a ，6) 为可加 过程. 由可加过程的定义和散布度增加原 
理,可得 

( s , t ) C ( u , v ) => 6( x v - x u ) ^ S ( x t - x 8 ). 

特别设 u = s = a , 就知道 5 ⑷三 Ji t 的增函数 . 5 ⑷的不连续点的 
集合£>至多是可数的 . D 是下述三集合的和 • 

D + = { t / S(t + 0) > S ( t ),5{ t -0) = 8( t )}, 

D ~ = { t / S(t + 0) = S { t ),6 {t - 0) < 5( t )}， 

D ° = { t / S(t + 0) > S { t ),6 (t - 0) < <5 ⑴ }• 

如前节所述,对每一 使得 

£'{ arctan ( a; t - f { t ))} = 0 
的常数 /( t ) 是唯一确定的.现在设 

Z t =x t - f { t ), X t = z t + /(<). 

令< t2 < … f 时，因为 z tn (n = 1,2, •••) 是可加序列并且 
叩„) <柳，所以{\ -〜} 几乎处处收敛•因为 E(arctan z ^) = 0,所 
以可取 c „ = 0. 也就是说， { zt n } 是几乎处处收 敛的. 其极限记为•对 
于固定的 t ， z t - 除了一 P 测度为0的集合外可以唯一确定（例外集合是 
随 t 而变的).又若对 G <^< ... 来考虑同样的极限，令它为并把 
{ M 和凑在一起，令疔 〈砹 < …— <，而再令所对应的极 限为# - 
时，则得 


Zt — = ^ 1 — — ^ t — ( a . e .). 
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故具概率为1地与 {&} 的选择无关.但例外的 o ; 集合是随 t 而变 
的.为了定义& + ，令 U 且来考虑 { zt „ - &}, 这也是可加序列，又因 
S ( zt n -〜 ） =私 - 為 J& tl -勿)，所以{灸„ 一叫一 c „} 几乎处处收敛 • 
因此， {< 一 Cn } 是几乎处处收敛的.因为丑 ( axctan ( 2 tri - 〜)） = 0, 所以 
{ ztj 几乎处处 收敛. 令其极限为為 +. 这也与仏}的选择无关. 

定理1 

t^D P{u/zt + ~z t — z t -} = 1, 
t£ D + P{u/z t - = z t } = \, S(z t+ - z t ) > 0, 

t£ D~ P{uj/z t + = z t } = 1, S(z t - z t ~) > 0, 

te D° 5{z t + - zt) > 0, S(z t - z t -)> 0. 

在证明之前，先证下面的引理. 

引理若 { x n , y n ,... jWn } 对所有的„ = 1,2,..- 是独立的，并且 
Xn,ym-",u n 当 n — 00 时分别几乎处处收敛于…， U , 则 x,y, --,u 
也是独立的. 

证明 

E{exp{i(9x + tpy + --- + 如 )}} 

E{exp{i(0x n + <py n + -- + 矽 u„)}} 

= ^lim^ E{e i0Xn }E{e ivVn }■■ E{e^ Un } 

=E{e iex }E{e ivv } - - • £ ； {e^ u }. 

若令 工， y, …， U 的分布为 6,^, -,^, 随机向量 (x,y,'--,u) 的分布 
为 F ， 则由上式知道, F 的特征函数就是0 x 步 x ... x 的特征函数，因 
而这两个分布相等.这意味着 x,y,---,u 是独立的. 

定理的证明由上面的引理,可知 a - 為-和是独立的,并因;= 
( z t - Zt -)+ z t -, S ( zt ) - lim 5(2 a ) = <5( i -0), 所以若 <5( t -0) = 5⑷，则 Zf - Zt - 
为一常数（具概率为 1). 由于 £( arctanz t ) = 0,而得 ^( arctaazt -) = 
lim £；( arctaiL2 s ) = 0. 所以这常数应该是0,也就是说，=為_) = 1，若 
S(t _ 0) < J ( t )， 则& - 不为常数,且得 - 々_) > 0. 对于々来说 
也是一样.综合起来就得上述的定理. 
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下面将把所 有的々 的跃度 4 + - z t ., teD , 凑起来定义可加过程叫. 
对这个 u t , 不允许简单地用公式 

«t = ^{z a+ -z 8 .) 

•€D 

作为它的定义，因为这样发生了无限和的收敛问题.因为是可数集合, 
所以可把其元素排成一列 Sl , 勿，….设 

4 n) = - 4 n \ 

1 說 

但当 Si = * 时，就以 z t 代替 z Si+ . Cj n ) 是使 jK(arctan = 0的常数 • 
因为 U j n ) 是独立随机变量的可数和的部分和，并由散布度增加原理，得 
<5( ui n) ) ^ S ( z t ), 所以是几乎处处收敛的.此极限可以记为.显然 
£(arctan u t ) = 0. 注意到这点就会知道，纵使改变 D 的排列也可以得到 
同样的 t / t . 由定义显然有以下定理. 

定理2 u t 是可加过程，而 « J ( u t ) 是仅在£>中的点上产生跳跃，且 
具有正的跃度的纯粹不连续的增函数，则 

当 < 贫 D 时， P { u )/ u t - = u t = « t +} = 1, 

当亡 e !> 时， P { u / u t+ -Ut = zt +- z t + 常数 }=1， 

P { u / u t - Ut - = Zt - Z t - + 常数 } = 1. 

其次设 v t = z t - u t - c t (选 c t 使得 E(aictan v t ) = 0), 而去考察的 
性质. 

定理 3 v t 是可加过程，而是 t 的连续函数，则 

P { u / vt ~ =vt = Vt +) = 1. (12.1) 

证明若设 V t (n) =^- ti ； n ) - C t , 则这显然是可加过程.因为 
几乎处处收敛于切，所以利用上面的引理1,就知道叫也是可加过程.由 
£?(arctan v t ) = 0,就可以确定 w t - 和 u t + . 因此， c *—。 和 Cf +0 也可以确 
定.由定理2,可知％+ - %和叫 - 都是常数的概率为 1. 若注意到 
^(arctan v t ) = 0,则知这常数必为 0. 因此， (12.1) 成立.由此以及定理1 
即知 5( t ； t ) 的不连续点是不存在的. 

综合以上所述，就得分解 
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x t = u t + v t + g ( t) y g ( t ) = f ( t ) + ct , 

其中⑷是 f 的函数（不包含外叫和叫是可加过程， <5( w t ) 是纯粹不 
连续的， 6 ( v t ) 是连续的•而五 (arctan u t ) = 五 (arctan v t ) = 0,从而得到了 
(1 2 .1) .对于 Wt 和 t ； t 的关系，则有下述的定理. 

定理4两个可加过程 u t (f e r ) 和 e r ) 是独立的(即指随机 
向量 P 叫和 是独 立的} 

证明由于4 —一; ， 2 S< _ 和4+ _ 4 (i = 1，2, ... ， n ) 的独 
立性以及在§3里所述有关独立性的性质，可知 t 4 n) ,t e r ， 和 vl n \ t € T , 
是独立的.故对于任意的 m -丄 来说， m 维的随机向量时)和 

t 

ri < n ) 是独立的.因为本节的引理对于 m 维随机向量也成立，所以 n« ti 
士 fk 是独立的，进而 rK 和 FK 是独立的. 

t t t 

由上述可知，要研究可加过程，只要分别研究5(心）是纯粹不连续的 
情形和 J (： r t ) 是连续的情形即可.前者往往是由下述形状所构成.固定 
[<!,&) 中的可数子集 D ， 而对£>的每一点 f ， 对应着两个随机变 量&和 取， 
使得所有 的&和 ％(t e D ) 都为独立.并且对 s < 6的 s , 令 

6 + ^2 (^t+vt) 

t < a,teD 

为收敛型 （§11 末尾的注 意). 由此减去 Doob 收敛化常数列，然后求和，若 
令其和为％则得具纯粹不连续的 < J ( x t ) 的可加过程•至于 S(x t ) 是连续 
的场合,将在以下数节中来说明. 

§13随机过程的可分性 a 

令 x t ( u )( t ^ T ) 为任意的随机 过程. 因为对于每个是 a ; 的可 
测函数，所以 

①关于可分性的详细讨论，可参见 J. L. Doob, Stochastic Processes, 第 2 章 §2. 

—校者注 
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A = ( iv / x tl ( cj ) ^ ai ， 0 ： t 2 ( W ) ^ 02 , • ■ -, Xt n ( w ) < On }) 

B = { u>/UinxtnM ^ °}) 

C = { o ;/ g 所有的有理数 k T , x t ( u ) < 1}, 

等等,都是可测集,故可求出它们的 P 测度. 又若对所有的《 e 乃 
P { C t } = 1, C t = { u / x t { uj ) ^ 1}, 

则上面的 C 可以写成 

C = f | Ct , 

所以它是可列个 p 测度为 1 的集合的交，因而 p ( c ) = 1 •然 而，若考虑 
以 

C ' = "{ a ;/ 对所有的< e T , x t ( u ) < 1} 

来代替 c 时，则因 <r = riQ ，所以 c 是非可数个 p 测度为1的集合的 

t 

交，因而无法知道其是否可测，并可分成三种情形•有时，它可以是可测 
的，且其 P 测度为1;有时它也可以是可测的，但其 P 测度为0;有时，它 
也可以是不可测的 • 由以上所述，就可以知道下述结论 • 

“由随机过程的定义可知，对于有关至多可数个时点 （0 的值的事件 
的概率是可用通常方法加以讨论的，但是对于有关非可数个时点的值的 
事件的概率就需要进行特别的讨论 
有关随机过程的重要的情形，例如 
⑴关于 * 是连续的， 

( ii ) rr t ( a ;) 作为 f 的函数是有界的， 

( ni ) rr t ( aO 是 * 的增函数， 

等等，都是与非可数个时点有关.为了讨论这种情形的概率，就必需对 
随机过程加以限制.首先注意到这一点的是 Doob , 他引进了所谓可分性 
( separability ) 的限制来克服这种困难. 

定义称随机过程 a: t (t € r ) 是可分的，是指存在: T 的可数子集 S ， 

使得 

( S ) P { w / 对所有的 ter , 
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lim^M < x t (co) < Hmx a (u;)} = 1. 
bZs 

对可分随机过程 x t ( u)(t e T ) 来说 ,(i )， ⑼和 （ iii) 中所涉及的事件都 
是可 测的. 显然 ，若⑴ 所指的事件的概率等于1，则€ 了， 就是可分 
的. 

称随机过程 z 办 e r) 和讲 (< e r) “在弱的意义下相同，，是指对所有 
的 t e r ， 均有 

P{u}/x t (uj) = y t (u)} = 1. 

由此，对任意的 HU 和任意的 E n e B n ) 就有 

… ， x t „ ( w )) € E n } = P{u/(y tl (u), •••, 2 / t n ( w )) € E n }. 
更一般地，对于 E € 下式也成立 

p {^ / f[a：t 6 = Pjo;/€ £?}. 

然而由于以 r 为定义域的连续函数的全体虽是的子集,但不属于 
B T , 所以 

p {^/ n^t ecj =p|w/ JJyt ec} 

不一定成立. 若 x t ， td 不是可分的，则上式左边的0；集合不一定是 P 
可测的.对于也是一样的. 

在弱的意义下相同的两个随机过程，即使其中一个是可分的，另一个 
也不一定是可分的. 

Doob 给出了下述的定理. 

定理1对任意的随机过程,存在与它在弱的意义下相同的可分随 
机过程，称为原来的随机过程的可分修正 (separable modification ). 

因此，若过程不是可分的，则可代之以可分修正，因而只需研究可分 
过程就够了. 

§14 可分 Poisson 过程 


如前面所定义那样，可加过程 e T ， 当％ - 而(5 > 0的分布是 
Poisson 分布 P ( A(s — f ) 叫做 Poisson 过程 (Poisson process ). 若它是 
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可分的，则叫做可分 Poisson 过程•因为 Poisson 过程存在，所以取其可 
分修正，就知道可分 Poisson 过程也存在. 

定理1若令 x t ,teT =[ a , b ), 为可分 Poisson 过程，则其样本过程 
具概率为1地是跃度1的增的阶梯函数（但是跳跃点上的值处于左右两 
极限之间). 

证明由可分性的定义，可知存在了的可数子集 S , 使下述的 w 集 
合的尸测度为1: 

Q ' = | u ;/ lim xJuj ) ^ x t ( oj ) ^ limxg ( w),i G r |. 
iis * es 

当 t 为固定时， 

fit = W / xt (^)= 非负整数} 

的 p 测度就为 i . 这是 由于心 的分布是 P ( Kt - a )) 的缘故_又因心 - 
x u (t > u ) 的分布为 P ( A(t - s ))， 所以 

(2ut = {ij/xt{(jj) - x u (uj) ^ 0 } 

的/>测度也应为1.而 S 是可数集合，所以 

/?〃 = 门仏 n 门心 n r?’ 

必 .：tVs 

的尸测度也为1•若 w G /2”，则作为 < 的函数， X t { u ) 就是跃度为1,2,3, •• 
的增的阶梯函数. 

若能证明使得 x t ( u ) 的跃度大于或等于2的 W 集合 W 的 P 测度为 
0,那么证明就告 完毕. 这只需证明 ar t ( w ) 在 a ^ Go 内具有跃度大于等 
于2的跳跃的 a ； 集合的 P 测度为0 即可. 现在若设 



1 < fc ^ n , 


则得 


N{t 0 )c[jE nk , 
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故得 

n - 2 

P ( N ( tp )) ^ ^ P { E n k ) = 0( n (-) )->0 (n —> oo ). 

k=i v Vn/ y 

定义令: r t ，f e r ， 为任意的随机过程，且对任意的 e > 0， 

P { u /\ x t - x s | > e } 0 (t —► s ) 

时，就称随机过程在 s 上依概率连续 (continuous in probability ). 若在 7 1 
的所有的点上依概率连续时，则称 x t , tET , 为依概率连续的随机过程. 
若对上述的（可分) Poisson 过程来说，由于 


P{u/\x t -x 8 \>e} = 0{\t - s[) 0 (t s), 

所以它是依概率连续的.但是可分 Poisson 过程的样本过程恰恰不是连续 
函数而是阶梯函数.粗略地说，就是每个样本过程都含有不连续点，但因 
不连续点随 w 而变动，所以若着眼于一个点，则在这点上为不连续的概率 
为 0. 实际上，若令 a ; t+() = 而_ 0 的 w 集合为时，虽然 P(N t ) = 1，但 
^(( 1 ^) = 0 . 

若工 t 是依概率连续的可加过程，并且 x a -x t (s>t) 的分布为 Poisson 
分布，则:叫做广义 Poisson 过程.若令; \( i ) = E(x(t)), 则由过程的 
依概率连续性， A ⑴ 就成为 t 的连续函数 .- : r t ( S > f ) 的分布就是 
汗; A ⑷- A ⑷).前述的 Poisson 过程就是 A (0 = A(t - a ) 这一特殊场合. 
此时，称它为对时间齐次 (temporally homogeneous ) 的 Poisson 过程. 

定理 1' 定理1相同的结论，对广义可分 Poisson 过程来说也是成 
立的. 

反之,有下述的定理. 

定理 2 若有一依概率连续的可加过程，其样本过程具概率为1地 
是跃度为1的增的阶梯函数，则它就是广义可分 Poisson 过程. 

证明令心“^了二 ㈧ 吣为所讨论的可加过程.由于假定样本 
过程是阶梯函数，可分性是明显的，因此，只要证明 
布是 Poisson 分布就 行了. 由依概率连续性，知对 u e r 和 e > 0,存在 
= 5( e , w ), 并且当 |v - w | < 6时，使得 


P{u/\x v - x u \ > e] < £, 
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但由 Borel 覆盖定理,可知在 f 彡 w 彡 s 内可以取得与 u 无关.把 
区间丨 Mj 划分为 n 等分，令心在各小区间上的增量为 y nl ， y n 2 , …， y nn , 
且设2/ = 扣1 +…+ !/rm = A — A •令随着 J/nfc < 1或者 > 2而等于 
如*或者0,又设 

2/n = J/nl + S/n2 + • * • + Vnn- 

根据有关 A 的样本过程的假定，而得 

P ( y'n -»*/) = !• 

其次，若设 p n fc = = 1}，则 Pn * = P{u/y n k = 1}, 所以由上述而 

知，极限 Pn * — 0 (n — 00 ) 对 fc —致地成立.又因 { y n k,k = 1,2, •••,«} 
是独立的，所以 { y ' nk , fc = 1，2, .. • , n } 也是独立的 • 

⑴ EPnfc — A (有限）时， 

k 

E { e izy ) = \im E ( e iz ^ ) = limJJ E ( e iiy ^) 

71 n k 

=lim JJ (1 - p nk + e iz Pnk) = lim ]^[( l + p rifc ( e i * -1)). 
n k n k 

由 EPnJk — A 和 J > 2 < max . p n k ^2 p n k ^ 0, 可知上面的最后一式变为 

k k k k 

exp { A ( e iz - 1)}, 于是知道 y 的分布是 Poisson 分布. 

( ii ) TiPnk (n = l ，2，...) 的子序列有有限的极限时，也与⑴相同. 

k 

( iii ) EPnJfc — 00时•因为当 n — oo 时关于 fc —致地变小,所以 
对任意的 A > 0和 n ， 可以定出 K = K ( n , X ), 使得 

K 

^2 Pnk A . 

k=l 

若设 < =£ Pnifc ， 则与⑴同样地可得 

k^l 

K 

\ E ( e iz y )\ < Um|U £；( e <2 ^)| = | exp { A ( e ia - 1)}| 


=exp{A( cos 2 - 1)}. 



42 第 2 章可加过程 


因为 A 可任意取无论多大的数，若令 A — oo 时，则在0 < z <加的范围 
内右边为0,所以 \ E { e iz y )\ = 0•若令 2 丨0,则1=0,于是导致了矛盾的结 
果.故不可能发生 （ iii ) 的情形. 

§15 可分 Wiener 过程 

关于可分 Wiener 过程的定义和其存在性，己无需加以说明了. 

定理1可分 Wiener 过程的样本过程具概率为1地为连续. 

证明令 a : t , < € T = [ a ， 6)，为 Wiener 过程,且令在定义可分性时所 
用的可数集合为也就是说 

Q' = |w/limx s (a;) ^ x t (u) ^ limx s (a;),i € t| 
s7s ,€5 

的概率是 1. 由正态分布的性质得 

P { u ;/| x ^- a ; Q | > e } = o (/3 - a ), 

对于 0( = Q；o < 的 .• • 〈 Qjj = /?，因为班； = ® ai / _ / = 1，2, ’ • ’ ， w ， 是 

独立的,所以由 Ottaviani 定理得 

P{u/ max \x au - x a \ > 2e) ^ 2P{lj/\x(P) - x ( a )| > e }. 

其次，若在 [ a , P ] 内有可数个点 h ， t 2 , …时，则可按照大小的顺序把 h 
重新排列,然后利用上述的结果，再令 n — 00便得 

P { a>/sup \x tv - * a | > 2 e } < 2P{u/\x 0 - x a \ > e }. 

U 

因此 p { u / sup | x ( t ) - x ( a )| > 2 s -} = o ()9 - a ), 

1 <€[ 0) 0] ns } 

由可分性得 

pju ;/ sup | x ( t ) - x ( q )| > 2 ej = o (^ - a ). 

那么， 若 b < oo , 则把 [ a , 6) 等分为 n 个小区间 = [ an , u - uOn , u ]^ = 
1, 2,…， n , 就得 
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pjcj/max sup |x t -x Q _J > 

L v=l tei n u J 


<E P { u ! sup l Xt ~ Xa ^~ l I > 2 ^} = n • °0 = °(!) - 


^ t 6/ ni / 

若卜 s| < (6 - a)/n, 则*和 s 落入同一的中或者分别落入邻近的 
4^中，所以 

p\u}/ sup \x t -x 9 \ > 4e| = 0(1). 

1 |t-s|<(b-a)/n } 

因为这个 w 集合随 n 而减少,所以 

p{u/ lim sup \ x ( t ) - x ( s ) > 4e| = 0. 

1 n |t-s|<(6-o)/n ) 


令 e —0 就得定理的结论 • 
当 & = 00 时，若设 


% = { w / iE t ( w ) 连续于 a < t < fc }, 
Q ' = 连续于 a O < oo }， 


则邛 m '. 由以上所述就得 pm = 1，故 pm = i . 

与 Poisson 过程的场合一样，可以定义广义 Wiener 过程为依概率连 
续的可加过程，而且 x s - x t (3> t ) 的分布为正态分布.若令 x t 即:的 
分布为 N(-\m(t),v{t)) t IP x a -xt 的分布为 iV (_ ; m ( s )- m ⑺， w ( s )- v ⑹. 
由依概率连续性的假定可推出 m ⑴和是连续的 •当然 是增函 
数.关于广义 Wiener 过程及广义可分 Wiener 过程的存在，恐怕不需要 
重新说明了. 

定理 1' 定理1对于广义 Wiener 过程来说也成立. 

反之，有下述的 定理. 

定理2若有一依概率连续的可加过程，其样本过程具概率为1地 
连续，则它是广义可分 Wiener 过程. 

证明 令: r t ，* eT= [ a , 6), 为所讨论的可加过程.由于假定样本过 
程是连续的，因而可分性是明显的，只要证明 x a - x t ( s > t ) 的分布是正 
态分布就行了.考虑到连续函数在有界区间上的—致连续性，因而对任意 
的 £ >0,可以找到 <5 =怆),使得 
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P{u/u } v G [ t , s ], ju - v | < 5冷 | a ;( u ) - i ( u )| < e } > 1 - e •①. 

于是就可取一列 ei > £2 > … — 0, 并可取正整数 p(n) 使 （s - 
t)/p(n) = o(e n ). 若把 [f ， s ) 等分为 p{n ), 而令 t = tno < t n i 〈… < 
^np(n) = 然后依 2/ru/ = ^tm, — > SK |2/ni/| ^ 而定乂 = 

或者等于0,再设 < = E 2 C ， 则得 

V 

PW/y ^ y'n) < £ n , 

所以考虑到 {y' nv } 的独立性，就得 

E(e izy ) = lim 五 ( e iz < ) = lim[J E(e izy， ^). (*) 

U 

( i ) 设 = E{y' nv ),v w = V(y' nu ),m n = X ) m ni / ， v n = [v nl/ ，若 
m n — m (有限)， u „ — u (有限)，则由 （*) 得 

£；( e i2V ) = lime i * m " JJ E(e iz(v ^~ m ^) 

V 

= e i2m lim Q — V ~Y Z ^ + • °( £ n )) 

V 

= e izm UmJJ e -^^n V o(e n ) 

V 

= e i2m lime _ ^ za+t, "° (en) 

n 

= e izm ] z2 ， 

故 y 的分布是正态分布. 

( ii ) m „ 和％ 的子序列分别接近于有限值时,也与 （ i ) 相同. 

( iii ) 当％或者其子序列接近于有限值 V 时，与«的做法一样,就可 
使得义 - m „ 或者它的子序列的分布接近于 N(Q,v ), 然而因 < 的分布 
接近于 y 的分布，所以 m „ 或者它的子序列接近于某个有限值 m , 于是就 
归结到 （ ii ) 的场合. 

( iv ) 若 — 00 ,由于4士所以对任意的 t ; 可以定出 g ㈨ 使 

9 ⑷ 

Y, V nv — W. 由 （*) 得 

t/=l 

①这个不等式可仿照实变函数论中的叶果洛夫定理的证明方法由过程的依概率连续性即可 
推出.——校者注 
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«(»») 

\E(e iz y)\ 彡 n \E(e izy ^)\ = e~^ z \ 

71 I/=l 

令 t; — 00, 就得闷 (e izw )| = 0. 这是矛盾的结果.于是 （ iv) 的情形不会发 
生. 
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早己在§12中证明了这样的 分解： 一般的可加过程 x t ,teT , 可以分 

解为 


x t =ut + v t + g(t), 


而 S{u t ) 为连续，且 E(axcta.nu t ) = 0; S(v t ) 为纯粹不连续，且 £?( arctanw t ) = 
0;p ⑴只是 f 的函数，而且 u 办 e r ) 与叫 (t e T ) 是独立的.因为 灼的构 
造己在§12中说明了，所以就剩下考察叫的问题.由前可知对有 

P{u/ut~ =ut = « t +} = 1， t^T. (16.1) 


因此它是依概率连续的.但是，正如对 Poisson 过程所指出的情形一样， 
(16.1) 并不能表示样本过程的连续性. 

依概率连续的可加过程究竟是怎样的过程呢？下面就来研究这个问 
题. 

定理1令〜为依概率连续的可加过程.对于任意的取序列 G < 
* 2 < … — *，则: r t „ 几乎处处收敛于 a : t . 对于 h > & >…的序列来说也 
是一样的.当然,几乎处处收敛中的例外 w 集合，一般是与 t 以及序列的 
选择有关的. 

证明由依概率连续的假定，可知: r t „ 依概率收敛于心.对于序列匕< 

t 2 < -因 + ( a : t2 - x tl ) + ••• + ( a ： t n - x tn ^) 中的各项是独 

立的，故由§10的定理3,可知是几乎处处收敛的.因而几乎处 
处收敛于〜对于 h > t 2 > …的情形也是一样 • 

我们已经知道,广义 Poisson 过程和广义 Wiener 过程都是依概率连 
续，而且其增量:- a: t (s > t ) 的分布分别是 Poisson 分布和正态分布•因 
此，由于考虑一般的依概率连续的可加过程的增量％ _心的分布，就可 
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设想它是包含 Poisson 分布以及正态分布在内的一般的分布.这种分布叫 
做无穷可分分布. 

若一维分布0满足 

/ _< e ， 

则记之为步€ U ( e ). 因此， A 趋向于单位分布，就等 价于： 对任意的 
£> 0 , 可以找到 n 0 { e ), 当 n > n 0 ⑷时，仏 e U { e ). 

将依概率连续的可加过程的增量 A 的分布记为办 s . 根据依概 

率连续性，对任意的 e > 0和 u ， 可以找到 <5 = <5( m )， 使得 

|u - «| < 5 =► P { u /\ x v - x u | > e } < e , 

但由 Borel 覆 盖定理可知,而言，可以取 ％， W ) 为与 u 无关 
的 (< y ( e )). 若把区间 [*, s ) 分得充分地小，使 t = uo < W <…< u n = s , 
且叫 - 叱-! < <5( e ), 则由上述可得 

K-iUi eU(e), i = l,2, --,n. 

又由可加性，得 

^ts = 步 U0U1 * ^UlUa * ... * 少 U n - l « n . 

粗略地说，就是可表为充分接近单位分布的分布的卷积. 

现在脱离可加过程来考虑.若有分布 A 对任意的 e > 0,成立着形状 
如 

步=步1 * 少2 * … * 步 n ， 步1 ， 步2, .. . ， 步 n e t /( e ) 

的分解式时，少就叫做无穷可分的 (infinitely divisible ). 由 

/ 771 V\ 

v ) = JVi * • • • * N ny Ni = N2 = • • • = N n = 

P(*； A) = Pi * • ■ ■ * P„, Pi = P 2 = = Pn = 

便知正态分布和 Poisson 分布都是无穷可分的.依概率连续的可加过程的 
增量的分布（上述的办 a ) 也显然是无穷可分的.反之，有下述定理 • 

定理2对于无穷可分的分布軋可以定出依概率连续的可加过程 
x t ,te [ 0 , 1 ]，使得 xi(=®i - x 0 ) 的分布等于步. 
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证明当 $ = 5(.; m ) 时，设；就行 了. 因此不考虑这种 
特殊情形，而假定>0.由 

J arctan(^ - c) <?(dO = 0 

唯一定出了一个常数 c (这在讨论 Doob 收敛常数列时已用过)， c 叫做少 
的中位数 a (< P )， 当 q (^) = c Bt , 企的中位数就为 c + m •为 
了证明此定理,不妨假定 a (少 ）= 0. 这是因为对一般的步来说，若考虑 
步 *<5(.;- c), C = a (% 时，则也是无穷可分分布，而且其中位数为0,所以 
若令相应的可加过程为则 yt = x t + ct 即为对应于步的可加过程. 

令 [0,1] 中的全体有理数为叉规定分布序列少= { U 彡 5, t , se 5} 
满足下述四个 条件： 

⑴步 01 = 步， 

{ u ) 8^ t ^ U =^ ^ st * 

(iii) a(^oi) =0, 

(iv) 物） = 酬 . 

取 — 0 的正数列 {£ n }, 再令步对〜的分解为 

步 = 少 „1 * 少 „ 2 * • •. * 步 np ( n )， 少 ni 它 U { e n )- 

若有必要，就以代替因而可以假定 

a(^ni) = 0, 史 ni = * … * 〜， i = l ， 2, … ， n. 

又可以假定所有的 0 ni 都不是5分布，因为 <5( Ai ) 随 i 而真正地增加•对 
f 确定 i , 使得 

5 m 则則， 

同样，对 s (> *) 也可确定满足上式的 j . 令 

少!:) = = 单位 分布卜 j ). 

步⑷ = {^：\ t , seS , t ^ s } 可以看做是多的近似系列 •对于步⑷ ，虽然 
⑴、 ㈤ 和 （ Ui ) 也成立，但 ( iv ) 就不过是近似的而已•从妒°取出子序列 
而定义步为其极限,这就是欲求的 目的. 为此先引进下述的引理- 
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引理若步〜= 1,2,…，则存在⑷的子序列 {#„,} 和 
实数列 { m ( n )}, 使得 {^*< J (-, m ( n ))} n 收敛于某个步心特别当 «(^ n ) = 
0时，可以假设 m ( n ) = 0. 

证明 令仏 的分布函数为 F n { x ). 因为由 A * =步得出[步„ * 
<5(-； wi )]* [!?„ =步，所以假定 

F n (- 0 ) ^ 1/2,以0)彡1/2 

也不失普遍性.由这条件得出 

Fn ( y ) - F n ( x ) > l / 2 => x ^ 0 ^ y . (16.2) 


由假定 A * K =步，便得 

厂 [Fn(l -X)- F n (-l-x)] !? n (dx) = <?[-/,/]. 

J —oo 

取/ 足够大，使右边大于1/2,然后适当地取 m ( n ) 就得 


F n (J - m(n)) — F n (—l — m(n) — 0) ^ <P[— /, /] ^ 1/2. 

故由 (16.2) 便得 -Z 彡 m ( n ) < I . 因此，可适当地取 { n } 的子序列{心 
使 { m ( n ')}„ 收敛于某个 m ， 另外可取 { Y } 的子序列（再次记为{^}) 
使 { F n ，( x - m ( n；))} n 除在可数例外点以外，收敛于单调增的右连续函数 
凡⑷.因为 m ( n ') ^ m y {FUx - m )} 也在上述的意义下趋近于 F 0 ( x ), 
因而 { F ^( x )} 除在可数例外点以外，趋近于 FOc ) e ^(rr + m ). 又由 
0 < F ( x ) < 1 可得 


F(oo) — F(—oo) > Fo ( l ) — Fq (—1 - 0) 彡 <?[—?,/]. 

其次，令 1 为大于 I 的任意的数，而对 L 和 { F 4( ar)} n 重复上述的论证， 
就可得到 {^( x )} 的子序列 { i ^( o :)}， 使其除在可数例外点以外，趋近于 
某个 G(x), 而且 

G ( oo ) - G (- oo ) ^ ^[- L , L ]. 

然因 {^( a ;)} 本来就趋近于 F ( a :), 所以 G = F , 故得 


F ( oo ) - F (- oo ) ^ ^\- L , L ). 
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因为 L 是任意的，所以令1 — 00 便得 F ( oo ) - F (- oo ) = 1.若令 F 所 
对应的一维分布为少。。，则 {‘} n 就趋近于少 oo .若 a (< fn ) = 0,则可由 
^ n / * 5(-; m ( n )) — > ^ oo 得出 m ( n ) —* a (^ oc ) i 所以 {‘} 本身就成为收敛 
序列. 

现在回到定理的证明上去.因为=武所以由引理就 
知，可取 { n } 的子序列 { n '} 和数列 { m n ( s , t )} 使得 
收敛.此子序列 { n '} 的选择一般是与 «,<(€ S ) 有关的，但考虑到 S 是可 
数的，而且应用对角线的方法，就可以取得所有的 s ， t 共同适用的子序列 • 
由引理的后一半，就可得出 m n (0,«) = 0.现在证明 mn ( s , t ) = 0. 为此，只 
要证明 {m n (5,t)} 收敛即可.显然 

^ 卜 4"’) “(•;〜 ㈣ ， 

而由于可选择左边及右边的收敛，故 { m n ( s , t)} n 也非收敛不 
可.因而 {^°} n 也收敛.若记其极限分布为色 t , 则当 s 彡 f 彡 w 时, 
由 * 步 £) =少以）可得出 At * =仏…因为 £»(<[)) = 0,所以 

.又因 

此处 ^ n , i ( n , t ) ^ «7( e n ), 所以 {^n,i(n,t)} 趋近于单位分布.令上面不等式中 
的71 - > 00,就得 

S (^ 0 t )^ t - 5( 巧彡 S (^ ot ), 即 S (^ ot ) = t - 
因而多= {^ s , i ；« < t , s,t e 5} 满足 （ i ),( ii ),( iii ) 和 （ iv )_ 

由 §6 定理 2 便知，存在可加过程 e &而且 y t - y 3 ( t > s ) 的分布 
为 At . (在§6的定理中， i 的区域 r 是区间，但其证明仍然适用于 T = S 
的场合 .） 其次，对任意的 f e [0, 1] 取 k e S 且使心 u 则 { ytj 是可加 
序列，又由 a ( y tn ) = 0 R 5( y tn ) = K 祕⑼ ，可知 { y tn } 为几乎处 
处收敛.若令其极限为 x t ，则 x t ,0^^1, 是可加过程，又因 a ( x t ) = 0 
和 S ( x t ) = M (步 )( 关于 < 连续),所以; r t 依概率连续 • 

§17依概率连续的可分可加过程的构造 

如早在§13中讨论过的那样，要研究可加过程，只要研究可分可加过 
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程就够了.本节的目的是详细地考察依概率连续的可分可加过程的构造. 
由于证明过于复杂，所以从略. 

定理 1® 若令々，< e [ a , 6)，为依概率连续的可分可加过程,则其样 

本过程具概率为1地为第一种不连续函数. 

若对所有的 t ，/( t -0) 和 /(t + 0) 存在，而且/⑴处于这两极限之间, 
则/⑷叫做第一种不连续函数.在 ( t , n ) 平面上画出 

« = /(< + 0) - f(t - 0), a ^ t^b 

的图像.所谓图像，一般地说，也就是不连续点的集合，它是带状区域 D : 
a ^ t ^ b , -00 < u < 00 ,的一个子集 G ( f ). M D 的任意 Borel 子集五,记 
EnG ( f ) 中的点的个数为 N f ( E ). 若五 flG (/) 是无限集合，则不管它的 
势是怎样,总设 Nf ( E ) = oo . N f ( E ) 就是图像在£中的点的个数. N f ( E ) 
可以视为 D 上的测度.特别是£： 真 正离开 i 轴（即距离为正）时，由第一 
种不连续函数的定义，立即可以证明 N f ( E ) 是有限的.其次，以 Sf ( E ) 来 
表示 f ； nG (/) 中的点的 u 坐标的和数.也就是 

Sf ( E )= E u= E ⑽+ 0)-/(<-0)) 
( t ,«) ef ； nG (/) (*,/( t + 0 )-/( t - 0))€S 

= J uNf ( dtdu ). 

当 E 处在上半平面或者下半平面时, S f ( E ) 可以取 + oo 或 _ oo ; 当 
£跨及 < 轴的上下时，有时就不能确定.但是，若 E 真正离开 f 轴时，则 
S f ( E ) 可以确定,而且其值是有限的. 

若 x t ( u;),t e [ a , 6), 是依概率连续的可分可加过程，则其样本过程具 
概率为1地为第一种不连续函数，所以对此可以定义上述的 N x ⑹和 
S X { E ). 这时它们都与 a ; 有关，且是 u ; 的可测函数. 

定理2 N X ( E ) 的分布是 Poisson 分布.但此时规定恒等于 oo 的随 
机变量的分布为 P (-;° o ). 

定理3若及，恥，…互不相交，则凡(迅)，凡 (应) ，… 相互独立， 
又若设五=乙五„，则 

n 

①参见 J. L. Doob, Stochastic Processes, 1953, 第 8 章定理 7.2 . —校者注 






§18 无穷可分分布的典范形 


離)= 

n 

以 N 表示随机变量的系 { N x ( E )} e . 由上述二定理可知， iV 非常类 
似于 Poisson 过程.在这种意义下， W 叫做 Poisson 可 加系. 若令 N X ( E ) 
的均值为 n ⑻ ，则 N X ( E ) 的分布为汗; n ⑹).由 N X ( E ) 的可加性便知， 
n ( E ) 是 D : a < i < 6, -oo < u < 00 , 上的测度.因为当真正离开 f 轴 
时 N X ( E ) 恒为有限，所以 n ( E ) 也是有限的 . 4五）在五不离开 < 轴时有 
可能为00,而其所大到的程度由下述定理给出. 

定理4 / J u 2 n ( dtdu ) < 00 . 

1 Jt=a 

令从 a 到 < 的心的跳跃点中跃度绝对值在 1/ n 以上的总和为 S n ( t ), 

即 f 

S n ( t ) = f f uN { drdu ). 

J\u\>l/n Jr=a 

这就是可加过程.当 n — oo 时，一般地说 S n ( t ) 不收敛,但适当地加减一 
个 t 的函数（与 u ; 无关)，就可以使之收敛.这就是下述定理. 

定理5若设 


则当 n — oo 时， S *( t ) 具概率为1地关于 t 一致收敛.若令这极限过 
程为 S ( t ), 则这也是可加过程，而且《 = + 0) - S(t - 0) 的图像和 

« = x t +0 - a : f _ o 的图像具概率为1地是一致的. 

由此定理可知， y t = x t+0 - + 0) 具概率为 1 地为 f 的连续函数. 

定理 6 y t 是可分正态随机过程，且与上述的 Poisson 可加系 iV = 
{ N x ( E )} e 是独立的. 

综合以上所述就得 


x t+ o = y t + lim 


iN ( drdu ) — — U 2 yi (^ TC ^ Zi )] • 


§18 无穷可分分布的典范形 

令少为无穷可分分布.如在§16里所证明的那样，少可以看做是某 
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些依概率连续的可加过程: c t (0 < f < 1) 的：^的分布.由于采用可分修 
正，就可以假定： T t 为可分.利用前节的结果便得 


x t +o = yt + lim 






uN ( drdu ) - 


+ « 2 


• n ( drdu ) j . 


由于 iV 是 Poisson 可加系及 （ j / t ) 是与 iV 独立的可分正态随机过程，若设 
E { yt ) = m { t ), V ( y t ) = v { t ), 就得 


E(e iiXt +°) = exp ( im{t) - ^- z 2 + lim / [ 

L 2 ^ oo y| tt |>l/ n yr=a 

卜- 1_ rf ^) n(dTdti) }， 

设 n t ( du ) = f n ( drdix ), 则得 

Jr;a 

E(e^) = exp {i m ( t )- V ^z 2 +limJ^^ ♦小 

在这里，若令 f = 1，则左边为 E(e izx ^), 也就是 u 的分布 0 的特征函数 
¥?⑷.记 m ( l ) = = v,m{E - {0}) = n(E), 于是就有 

ip(z) = exp i^imz - + J (e izu - 1 - (18.1) 

此处 m 是实数， v^ 0 ,n 是测度，而且 

n ({0}) = 0, J Y~j2 n i. du ) < 

这就是 P. Levy 关于无穷可分分布的典范形.反之,对于满足上述条件的 
m,v,n(du), 若以 (18.1) 来定义 ^(z ), 则这就成为无穷可分分布的特征函 
数. 为了证明 (18.1) 是特征函数，只须注意到,若令使得咖) = exp (棒 )） 
为特征函数的舛2：)全体为步，则只要注意下列的事实 即可： 

⑴从正态分布以及 Poisson 分布的特征函数的形状看来，可知 imz ， 
一弘 2 ， A ( e i 2 - l)d 

(ii) 岭 (z) e 炉 =» t/f(zu) e sP, 
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( iii ) 寸 i(z) ， ih(z)，" • ，喻 n (z) € 屮 必 i( 2 )€ 屮， 

( iv ) e H ( z )— 必 ( z ) (广义一致 )=» 你 ） e 炉. 

其次，来证明 (18.1) 对应着一个无穷可分 分布. 若在 （18.1) 中，将 
和 n 各乘以 1/ n 而得到的函数记为⑷，贝 U +) = ，又因 
当 n — oo 时 < p n ( z ) ^ 1( 广义一致),所以,若分别令对应于和 < Pn ( z ) 
的分布（其存在性在前面己有了证明）为$ 和仏 ，则 

少=… * 步„(71个)，单位分布， 


于是0是无穷可分的. 

这样一来，就可知道为无穷可分分布的特征函数的必要而且充 
分的条 件是： 能够写成 (18.1) 的 形状. 并且还可以证明，在这场合下, 
(18.1) 中的 m , i ; 和 n ( dw ) 能由分布所唯一确定，但证明在这里从略 • 

正态分布就是在 （18.1) 里 n ( d «) = 0的场合，而 Poisson 分布就是这 
样的场合 ： v = 0, n ( d «) 的支集仅是一点1而且 n ({ l }) = A,m = A /2. 

前面证明了无穷可分的分布可以表示为某一个可加过程的增量的分 
布.不仅如此，而且还可表为对时间齐次的可加过程的增量的分布•实际 
上，若把0的特征函数写成 (18.1) 的形状，而且设咖 ） = exp _) ，则 
^ t ( z ) = exp {^( z )} 也是特征函数.若令 ^ t (0 ^ s ^ ^ 1) 为对应于 
(pt-s(z) 的分布，则由 ( pt ( z )( p s ( z ) = 灼 +) »(2 )， 得出少 s t * 步 tu = ^au(s <： t ^ 
U ). 因此,存在可加过程 X t ,0^ t ^ l , 使得彡 S ) 的分布为知 • 
因为〜仅与 f - S 有关，所以々是对时间齐次的. 

(18.1) 又可以写成下述的 形状： 

W(Z) = exp {m 2 + ^ (e i2tt -l- ^^~ G ( du )} ’ （ 18 . 2 ) 

此处 G ( du ) 是 K 1 上的有界测度.当 u = 0时，被积函数在 u = 0 时是没 
有意义的,但可以 II — 0 时的极限为其定义，即为 - P /2 .所以 “0” 这一 
点的 G 测度 G (0) 相当于 （18.1) 的 (18.2) 是 A . Khinchin 所获得的 • 

特别是步的方差 V (^) 为有限时， (18.1) 可以写为 


>(2)=exp[ 


( e i2U - 1 - izu ) n ( du )^, 



(18.3) 
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此处的 m 与 （18.1) 中的 m 是不同的，而 v , n ( du ) 却是相同的.这是 
Kolmogoroff 所建立的形式.又当 

J | u | n ( du ) < c » 

时，则可以写成 

t p ( z ) = exp { im 卜吾 2 2 + 厂 ( e 以- l ) n ( du )}. (18.4) 

这时 v ， ri 仍与 (18.1) 的那些相同，而 m 就与 (18.1) 的有所不同. 

特别地，若所对应的可加过程仅凭跳跃而变化时，则 

咖 )= exp { 厂 ( e 加- l ) n ( d «)}, (18.5) 

又若仅凭正的跳跃而变化时，则 

tp ( z ) = exp j J ( e* zu - l ) n ( du )|. (18.6) 

§19 Poisson 过程的各种构成方法 

Poisson 过程原先是这样引 进的： 它是在各瞬间的独立增量加起来的 
整数值随机过程 a : t , 而且还满足 

P ( Ax t = 0) = 1 -入 • △* + o ( At ), P ( Ax t = 1 ) = A • At + o ( At ), 
P(Axt = k ) = o ( At ), k ^ 2 . (19.1) 

若对时间不是齐次的，那么以 AA ( i ) 来代替 A . Ai 即可.例如出租汽车的 
司机发生事故的次数，作为第一次近似来说，认为可以由 Poisson 过程来 
描述.因为在交通暈少的时候事故就少，而在上下班时间事故就多，所以 
对时间不是齐次的.又因在发生事故后的一定时间内是会特加留心的，所 
以对独立增量的假设也并不符合实 际的. 若考虑到这些因素,则应有第二 
近似，但现在不去讨论它. 

严格地说，所谓独立增量也就是可加过程.故在对时间齐次的场合下， 
可由 ( 18 . 6 ) n 
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ifits ^ z ) = E { e iz ^~^) = exp {( t - s ) 厂 { e izv - l ) n ( d «)}. 

又因跃度是正整数，所以 n ( d «) 的支集是{1，2,3,—}，而且 

OO 

i - S )^( e ^- l ) c fc }, J > = 

k k=l 

= exp|l - ( La )(< - s ) + (« - s )^ e ifcz -Cfc + o ^- s )}, 
k k 

因而由 (19.1) 得 c 2 = C3 = … = 0,且得 

<pat(z) = exp((t - s )( e iz - l ) ci ). 

这就是说， x t - x s 的分布实际就是 Poisson 分布.对时间不齐次的场合也 
可以做出同样论证. 

令： c t ，< e [ 0 , oo ), 为齐次的可分 Poisson 过程•令 x t ( u ) 的样本过程的 
邮增加时刻为 Tola ;), T 0 ( u ) + Txiu ), T 0 ( u ) + T x { u ) + T 2 ( u ), • • •. T 0 ( u ), 

T 2 ( u ), …是在 0, 1 ,2, …上的停留时间.每个 To , ri , T 2 , -- 都具有相同分 
电布（叫做指数分布 exponential distribution ), 即 

P { u / T n > t } = e ~ xt , n = 0， l , …， 

而且是相互独立的.首先,对于 T 0 得 

P { uj / Tq > i } = P { u)/xt = 0} = e -At . 

故％的分布密度是 Ae - At di . 其次，令 h 而求 ( To ,^) 的分布，得到 

P{u;/ro > tg, Tq + Ti > ti} 

= P { u / xt 0 = 0 , xt , = 0 或者 1 } 

= P { u/xto = 0, x “ = 0} + P { u / x to = 0, z tl = 1} 

= e_ Atl + - Xih - to ) 

= e- xtl [l + X ( h - t 0 )], 

E { f ( T 0 , T 1 )} = E { f ( T 0 , To + Ti - To )} 

= /// ⑽ 

J J oticrto 

tl>to 


V ? 3 t ( z )= exp |( 


j n ( du ) < oo , 
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= JJ /(« o,ti -« o ) A 2 e - Atl dM«i 

ti > t 0 

=[°° r /(<o,<i)A 2 e- A ( to+tl Mi 0 dii. 

Jti =0 Jto =0 

故 （7 b ， 乃）的分布密度是 Ae _ At 。• Ae -〜. 由此知道 , 7 b 和的分布是相 
同的指数分布,而且两变量是独立的.对于，…，也是一样的. 

利用这种停留时间的关系，就可以用下述方式来构造 Poisson 过程. 
令 Tb ，^，^, …为独立随机变量序列，且设 

P { u / T n > t }= e - X \ n = 0， l ，2，.... 

若设 

Xt = inf { n/To + Ti + T n > t }, 

则: r t 为 Poisson 过程.下面举出一些实例来说明这种构造方法. 

现在假设电灯泡的耐久时间服从指数分布.也就是假设在 f 时间和 
(i + di ) 时间之间烧掉的概率为 Ae -^ dt . 若使用这种电灯泡，且在它烧 
毁后便立即换上新的，那么，在 < 时间之内烧掉的电灯泡的个数就为 
Poisson 过程.这种构成法在对时间不齐次的场合是不能适用的. 

另一个有趣的构成法如下.以服从 Poisson 分布的随机变量 z 和服 
从10,11上的均勻分布而且相互独立的随机变量 yi , t / 2 , ••-为基础 . z 与 
yi , y 2 ，…也假定是独立的.又令丨 0 J 的示性函数为 c t (0 . 若设 

X 

Xt = ^Ct{yi), 
i 二 1 

则 x t 为 Poisson 过程. 实际上，若取0 = to < h <…< = 1，又考虑 

{ x ti = 1,2,…, n ) 的分布时,则得 

P { ufx ti - x ti _ x = h，i = 1，2,…， n } 

= p | w/x = fci ， 在 2/ i ,.. •， yn 之中有个落入 [ h - i ,< i]，i = 1,2, -,nj 

=e ~ A * Tik^'kni n (t< ■ u - i)ki ' k = i ki ， 

= n ( a (~— 
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这就是说， A，(K * 彡1，是 Poisson 过程.在对时间不齐次的场合也可以 
同样构成. 


§20复合 Poisson 过程 

试考虑仅凭跳跃而变化并对时间齐次的可加过程而，0 < t < 00.显 
然 


M 之）=五 ( e * 咖广 *•)) = exp 卜 - s ) J ( e i2u - l ) n ( d «)}. (20.1) 

这时 n 满足 

/ < oo , / | u | n ( du ) < oo . (20 2) 

此时，高度的绝对值大于某个正数的跳跃,在有限时间内就具概率为1地 
为有限个，但高度接近于0的跳跃，一般地说是无 限的. 但因跳跃髙度的 
和具概率为1地是绝对收敛的，所以 Xt ^ Xa 就为跳跃髙度的和所确定. 
若考虑比 (20.2) 稍强的条件，而设 

A = / n ( d «) < oo (20.3) 

J — OO 

时，则在有限时间内的跳跃具概率为 1 地为有 限个. 这样的可加过程叫做 
复合 Poisson 过程. 

现在，若设 

步 ( du ) = A ~ 1 n ( du ), 

则多为实数轴上的概率分布•把 (20.1) 改写一下，就得 

^ tiz ) = exp { 乂 / ( e« u - 1) 步 ㈣ . Adr )}. 

由此式可知,在时间 dr 之间发生跳跃的概率是 


厂 

OO 


^( du)X • dr = A • dr , 


而其跳跃高度处于 du 内的概率就是 « f ( dw ) • A . dT ■故 ^( du ) 就可以看 
作跳跃高度的分布. 
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现在若令 A 在[0，*1内发生跳跃的次数为况，那么叫就是 Poisson 
过程，而且 

M ^) = E ( e iz ^~ N ^) = exp{(t - s )\( e iz - 1)}. 

同时 ，: r t 和爪具有相同的跳跃时刻. 所以 N t 的跳跃髙度虽然恒等于1， 
但 A 的跳跃髙度却随步而分布. 

把 ^{ z ) 的表示式改写一下,就得 

= e ，-») E (A( U)。 ⑷' = J e-^(du). 

因此， a: t - o : a 的 分布心 就为 

# 8t = e -A(t- ® ) (20.4) 

n 

= J 2 P ( n \ X(t - s )) •步 * n ， < P* n = 步 *... * #( fi 个), 

n 

从这个观点就可以构成如下的复合 Poisson 过程.令:^，乃，…，叫， 
u 2 ，.. •为独立随机变量，且设 

P { u / T n > t } = e _At , P { u / u n 6 du } = ^( du ). 

对此，若定义 A 为 

Xt = «i + U2 + • • • + w n (Ti + • • • + T n < T \ + - • - + T n + i ), (n = 1,2, • ■ ■), 

则这就是上述的复合 Poisson 过程.此处 T U T 2 , ■■- 是到下一个跳跃发 
生为止的等待时间，而 ui , n 2 , ■•-是跳跃的高度. 

作为复合 Poisson 过程的例子,可以举出出租汽车的司机由于事故而 
造成损失的总计.前面已经说过，事故次数的总计是 Poisson 过程（假设 
为齐次的)，但若再令事故所造成的损失的分布为軋则损失的总计的分 
布可由 (20.4) 给出. 


§21稳定分布和稳定过程 

若两个分布$和*可由某个正数 A > 0联结成下述的关系式 
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护(五）= ^( XE ), XE = { X ^,^£ E }, (21.1) 

则少和 ！ P 叫做同构.若 令夂* 的分布函数和特征函数分别为 F ， G 和 
^，也则 (21.1) 等价于 

G ( x ) = F ( Xx ) (21.1，) 

或者 

矽(入 2 ) = < p ( z ). (21.1") 

随机变量 X 的分布和 \. X ( X >0) 的分布是同构的.均值为0的正态分 
布 N (-,0, v )( v >0) 和标准正态分布 N (-,0, 1) 是同构的. 

若与分布步同构的任意两个分布婀和巧的卷积& * %又与步 
同构时，则步叫做稳定的 （ stable ). 若步是稳定的，则与#同构的分布也 
是稳 定的. 标准正态分布就是稳定的.对稳定的的特征函数 <^(2), 能 
得到下面的 特性： 对任意的 A !, A 2 > 0,存在 A = VAn A 2 ) > 0,使得 

<p(^) = ¥?(Ai2)^(A 2 2). (21.2) 

由此可以证明下述定理. 

定理1稳定分布是无穷可分的. 

事实上，由 (21.2) 便知存在 a > 0,使得 咖 z ) = ip ( z ) 2 . 由此可得 

< p { a n z ) = ^ p ( z ) 2n . (21.3) 

若 a = 1,则一⑷=一⑷ 2 .故=1或者0•因为#(2)是连续的，而且 
#(0) = 1，所以 Mz ) 三1•故步是单位分布,显然是无穷可分的.若 a < 1， 
则 W )\ = 1- 这是因为，若有 一 z ， 使得 \ ip { z )\ < 1,那么在 （21.3) 中令 
n — 00 ,就得1=0,因而得出矛盾.由|< 2 )| = 1得出 5( 多 ） = 0,也就是少 
成为 分布.因而也是无穷可分的.若 a > 1，则在 （21.3) 中以代替 
z 就得 

< p ( z ) = < p ( a ~ n z ) 2n . (21.4) 

因为 < fi ( a ~ n z ) 也是特征函数，而且当 n — > 00 时广义一致收敛于1，所以 
由 (21.4) 就显示了步是无穷可分的. 

由上面昀定理，可知 v ?(2) 可以表示为形状 
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^(z) = e^ 2) , rl ； (z) = imz - - 1 - Y^5) n ( du )’ （ 21 . 5 ) 

而 (21.2) 就变成 

ip ( Xz ) = ^( Aiz ) + tp {^ 2z )- (21.6) 

由此就得下述定理 • 

定理2 

咖 ) = (-co + i^ci)|zr (co>0,-oo< Cl <oo,a>0). 

在训和0的情况，设 co = Cl = 0,定理就成立，因此不考虑这种情况. 
由 (21.6) 可知，对正整数 n 存在知 > 0,使得 

- tp ( a n z ) = ㈣ ( 2 ). ( 21 . 7 ) 

至于对正的有理数 r = 9/ P 来说，若设〜=如/〜，则 

^( a r z ) = rip ( z ). (21.7’） 

现在来证〜是由 r * 唯--确定的.为此，只要由假设 _) = 利办 ) ， a > 
3 > 0 ) 而引出矛盾就行了•设1 = 卢 / a ， 就得分⑷=制 =^ = 
... =咕 ( 7 « z )— 分(0) = 0•故得 t />(2) H 0,而这就是除外的场合•由（ 21 . 7 ') 
可知,对正的有理数 M 来说， ^(a r asz) = rrp{a a z) = rs^{z) = 分 (a„4 故 
a r d a = 0 »r 8 * 又由 ( 2i . r ) 得 

rp { z ) = r n ^( a ~ n z ). 

当 r < 1 时，若 or > 1，则咖)—綱 = 0,于是得出矛盾 • 因而若 r 彡丄’ 
则 ar < 1•若 r O , 则知=〜故只要”在有界区间里变动’〜 
也总是有 界的. 若 r — 1则得 a r — 1. 这是因为，若令 a r 的某个子序列 
接近于 a ， 那么由上面的计论便知^是有限的•若把 (21-70 中的序列代以 
这个子序列，则得其极限必( ㈣ = #( z )_ 故 a = 1. 由以上所述便知’ flr 在 
有界区间上关于 r 是一致连续的_故若对正的实数 f ， 定义叫 = !^ t a ^ r 
是有理数）时，则得 

ii ){ a t z ) = tij >{ z ) } a t a u = a fti , a t 为连续 _ 



§21 穗定分布和稳定过程 61 


故由最后的两个条件就得出 a t = « V«( a > 0) 和 
ij )( az ) — a a ij }{ z ). 

因而设 z = 1就得矽⑷= aKl ). 并且 ip (- a ) = 妒 ( a ) — a a $( l ) .故 
分 ( z ) = k | a (- co - i Cl j | j ). 

因为 IvK^OI < 1，所以 co 必需为非负•由于= exptp ( z ) 是无穷可分的 
分布的特征函数,所以可以定义对时间齐次的可加过程 : c t ,(K f < oo , 使 
得 

fpta ( z ) = E { e xz{ - x, ~ xt) ) = exp{(s - t )^{ z )}. 

若假设分⑷能够定成 (21.5) 的形状，则 心从 0到 f 之间的跳跃高度中 
属于 d « 的个数的均值为 t ■ n ( du ). 又对正数 a ， 若令讲= ox t , 则它也是 
可加过程，而且 

^ p ' tsi 2 ) = E ( e xza(x '~ xt ^) = exp{(s - t )^{ az )} = exp {( s - t ) a a ip ( z )}, 

因此， y t 从 0 到 f 之间的跳跃髙度中属于 du 的个数的均值就为 f . a «- n ( dtx ). 
由于讲 = a _ %所以后者又等于 tn ( du / a ), 即: r t 从0到 t 的跳跃髙度中 
属于 du/a 的均值.故 


n ( du / a ) = a a - n ( du ), 


由此得 

roo 

n(x • du ) = j x - a n ( d «) = x _ a n + ⑴， 

且有 n ( d «) = c -> 0)， 此处 c 为常数. 当 u < 0 时也可得同样 
的结果. 

这时,可设 



n ( d «) = c + - w -a_1 dw (u > 0) 

= c _| u | - a -1 d « (u < 0) ( c ± 彡 0). 

对于 a 的限制，则有下述的定理. 

定理3 是正态分布,此外必需0 < a < 2. 
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证明若 c + = c_ = 0, 则 0 是正态 分布若 c+ 和 c_ 之中有一个是 

正的，则由于/ u 2 n(du) < 00 而必需 0 < a < 2_ 

将 a 的值分为 0< a < l ， l < a <2 和 a = l 三种情形来讨论. 

⑴0 < a < 1. 这时因为 




| u | n ( du ) < 00 , 


所以得出 

^(z) = imz-lz 2 +c + J Q (e^ - 1 ) 矣 + C - 

上式中含有积分的项应为 0(| z |°) (当 2 — 0及 z — 00时).例如当 z > 0 
时 

(广- 1 )矣 (Z>0) - 

由于 # z ) = 0(| z | Q ), 所以考虑 2 — 00 时的阶数，必需 m = v = 0•故 



因此,在这种情况下,对应的可加过程々的样本过程具概率为1地^仅 
凭跳跃而变化的纯粹不连续函数.并且除 c + = c _ = 0的特麵况以外， 
跳跃的个数具概率为1地是无限的.在定理 2 中已经证明 co > 0,但若 
co = 0,则|^)| = 1，因而步就成为 <5分布，并且辦 2 ) = imz ( m 是常 数)， 
但这只有在 Cl = n = 0的场合即步是单位分布的场合才能成立的（应注 
意到0 < a < 1) .又因卜 ⑷I = exp (- co |2 f )(0 < a < 1)，所以 即属 
于 Li { R l ), 又属于。(只 1 ).故其 Fourier 变式是连续 函数. 这就表不了与 
^ 对应的分布$是具有连续密度的.既然样本过程是纯粹不连续的，可 
是分布却又具有连续密度，这倒是有趣的现象.这是因为不连续的函数被 
平均后而变为连续的缘故 • 

(ii) 1 < a < 2. 这时 

f°° n(du) = oo, [ un(du) = oo, f |«|n(dw) < oo. 

7 _oo • / l u l >1 



因此 
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Hz)=imz- V -z^c + f\e^-l~izu)^c_ f 

因为积分项等于 0(| z | a )， 所以考虑到 z — 0及 z — 00时的阶数，就得 
m = v = 0,而且 


Hz ) = c + / ( e izt 


.,du 

- lzw )^r + c - 




du 


对应的可加过程的跳跃个数以及高度的绝对值之和都具概率为 i 地为⑺， 
但是任意取 /?(> a ) 时,跳跃高度的绝对值的0乘幂之和 


\ x r+o — x t - q \^ 


却以概率为1地为有限.由于其中高度的绝对值大于〗的跳跃是有限的, 
因此,只要考虑在1以下的绝对值就行了.因为其均值为 





所以其本身就是具概率为1地为有限. 
( iii ) a = 1.因为 


又 


矽 (2) = iciz - Co\z\ 


LM 2 、 1 - = 2 乂 °° (C _ - ”芸= ，， 

所以 

岭 )=l £卜 1 - ㊉ 瘩 

这时对应的分布是 Cauchy 分布.因而对应的可加过程叫做 Cauchy 
过程 (Cauchy Process ). 

如上面得出的可加过程那样，对应于稳定分布的就叫做稳定过程 
(stable process ), ( i ), ( ii ) 的场合和 （ iii ) 的 Cauchy 过程，正态随机过程 
(见定理 3 )，以及作为后者的退化的情形而有 Xt = m - t(m 是常数）的场 
合,等等,都是稳定过程. 



第 3 章 平稳过程 
§22平稳过程的定义 

所谓平稳过程是指描述对时间的变化保持着平衡性的现象的随机过 
程.平衡的定义有强弱 两种令 Xt ( w ),< = (-00,00), 为一随机过程， 

且设 

m ( t ) = E ( x t ), v ( t t s ) = E {( xt - E ( x t )){ x a - E ( x a ))), 

= p { u /( x ti > x hi •*•»**») ^ E }. 

若对任意的和均有 

m(t + h ) = m ( t ), v(t + h,s + h ) = v ( t , s ), 

则称 为弱平稳过程 (weakly stationary stochastic process ). 此时， m ( t ) 
是常数 （ m ), 而 v ( t , s ) & t - s 的函数⑽ — s )). 若对任意的 w 和 { ti }， 
均有 

步 tl ， ta ， …， ^ n ， 

则称 ; Et 为强平稳过程 (strongly stationary stochastic process ). 

定理 1 若 x t 是强平稳过程，并且五(|吻| 2 ) < 00,则 : e r , 亦为 
弱平稳过程. 

证明由强平稳性可知 E (\ x t \ 2 ) = £；(| x 0 | 2 ) < 00 ,故皆 
存在.又因 

m ( t ) = J ⑽ C )， 

v ( t , s ) = JJ — m ( t ))( r ) — m(s)) 企 t*(d (《， ”))， 

由此及过程的强平稳性即可推出弱平稳性. _ 

其逆虽然不一定成立,但对于正态随机过程来说，成立着下述的定理 • 
定理2若正态随机 过程心 是弱平稳的，那么它亦为强平稳. 

证明若任意取^1， *2 …，并设 
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M = ( m ( ti )), V = ( v { U , tj )), 

则由正态性的假定可知 t n 就是# (.; M ， VO . 由弱平稳性可知，以 A+ft 
代替6后 M 和 V 仍不改变，因而 ^ t l + h , t 2 + h ,-, t n +h = 色山… t „. 这就是 
说, A 是强平稳的 • 

若以整数集合 {.“，_3，-2，- l ，0， l ，2,3，."} 来代替（—00,00)，则上 
述的各种结论仍然成立.这时， A 就叫做平稳序列 (stationary random 
sequence ). 

在 x t ( u ) 取复数值的场合（复随机过程）下，也可以定义平稳性•它 
与实值场合的不同之处就在于以 

v ( M ) = E {( x t - m ( t ))( x a - m { s ))) (C = €的共轭复数） 

来代替实值场合的邓， S ) •定理1当然仍旧成立.相当于定理 2 的定理也 
成立，不过为此需要引进复正态分布这一概念（见§ 2 7和 §28). 以后，若 
无特别声明时，所谓平稳过程皆指复平稳过程- 

§23关于研究平稳过程的准备知识 

下面简述平稳过程论所用到的知识. 

Bochner •定理 这在叙述特征函数的时候已经有了说明，此处以略 
有不同的形式再叙述一遍•若 Wt ) 为一定义在 (- oo , oo ) 上的复数值函数 
且满足下述 条件： 

( i ) 正定： 

( ii ) 连续： 当 t —0 时，冰 ) — _)， 

则可以确定一个有界、右连续、非降的函数 f ( a ), 使得 

¥>(<)= / e _ 祕 dF ( A ), F (- oo ) = 0. 

Jr 1 

此处，在指数里加上仅仅是为了方便而已 • 

Stone 定理① 设 U t ，-oo < t < oo , 为一族 Hilbert 空间 H 的酉算 
子，且满足 

一① 参见关肇直编的 （泛函 分析讲 义》， 高等教育出版社， 1958, 第 3 章, §2 〜 §4. 

——校者注 
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( i ) 连续： （％/， p ) 关于 t 连续（或者可测也可以)， 

⑼群： u t u a = u t+a , 

则存在着谱分解 

Ut= I e~ i2xM dE(X). 

又若 U 是酉算子，则存在谱分解 

U = j e~ i2xX dE{\). 

遍历定理 (ergodic theorem ) 令 n{B,P) 为一概率空间，5 1 为从 D 映 
到/?自身的一对一的保测 变换. 此处所谓保测 (measure preserving ) 是指: 
若 E 是可测的，则 S ^， S^E 也都可测,而且 P(SE) = P(S~ l E) = P(E). 
这时,就/ € LH /2) 来说,对于几乎所有的4有下列等式 成立： 

r(u)= Um —^~[f(S m+l u) + /(^ +2 ^) + • • • + /(^ u ;)]. 

m-T-^o 71 _ m 

并且 f*(Su) = /»( a . e .). 这叫做 G _ D . Birkhoff 的个体遍历定理 ( individ - 
ual ergodic theorem ). 

假设广义函数 ( distribution ) 的 理论① 已为读者 所知. 除了取复数值 
的普通的广义函数以外，还考虑取值于 Hilbert 空间里的广义函数.其定 
义与普通的场合是完全一样的. 

若令 n(B,P) 为概率空间，则依照普通的方法，好= L\Q ) 就可以 
看做 Hilbert 空间.若用 Hilbert 空间的语言来表达概率论在仍月，/ 5 )上 
的概念，于是就可记为 

刪=(工,1)， 

E(x-y) = (x,y), 特别地，坷|*| 2 ) =|| * || 2 , 

X n 2：(平均收敛) X n -X ||^ 0. 

若 ： T t (e / f ) 关于*连续（在范数的意义下)，又依范数为有界，而且 
当/⑷€ P 0 R 1 ) 时,则在范数收敛的意义下，可以定义//⑷; r t dt •这对 
t 的变动范围是区间的场合也适用.其次，定义 

HI) = J /(Odyt. 

① 例如可参见冯康编的 <广义 函数论 > ,数学进展， 3(1), 1955, 405-590. —— 校者注 
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特别重要的就是当执具有正交增置性 (orthogonal increment ) 的场合.即 
对任意互不相交的区间 （ LM 和 （ Sl , S 2 U 2 -恥和 y a 2 - y 9l 是正交的. 
这时，就存在单调增函数 F ⑷(除去可加常数外为唯一确定)，使得 
F ( s ) - F ( t ) =|| y a - y t || 2 (s > t ). 

特别若假定 F ⑷为右连续，则货也为右连续.由 F 而确定的 Lebesgue - 
Stieltjes 测度仍以同一符号尸来表示，即 

F ( E ) m f dF ( t ). 

Je 

现 往证： 对 / e 可确定上述的 /(/) .首先，若 / 为有界阶梯函 

数（记其全体为•/)，则 /(/) 的定义与平常的一样.又因 

_ IHI/II (11/11 是 Ar 1 ^) 上的范数)， 

故可利用普通的方法,将定义在 •/ 上的算子 /(/) 扩张到 J 即 L 2 ( R \ F ) 
上去，这就是所要证明的.易知 

l ( af +0 g ) = «/(/) + 剛 ， （"，办)= ( f , g ). 

§24弱平稳过程的谱分解 

令； E t ，-00 < t <00, 为一弱平稳过程，且设 

E ( x t ) = m , E (( x t - m )( x a - m )) = v(t - s ). (24.1) 

除了 x t ( u ) = m 这一特殊场合外， v (0) > 0,所以，可用 （it - m )/ v ^ 来 
代替^因而不妨假定 

E ( x t ) = 0, E ( x t x a ) = v(t - s ), 丑 ( ja ; t | 2 ) = <0) = 1. (24.1') 

若将 x t ,~oo <<< oo , 视为 HUbert 空间= L 2 ( fi ) 中的曲线，则由 
(24.1') 可得 

( x t , l ) = 0, ( x t , a ; s ) = t 7( t - s ), || x t ||= 1. (24.1〃） 

所以,这曲线在 H 中既属于 {1} 的正交补空间孖' = { y / yll }, 又位于// 
中的单位球上.而 - s ) 就是 if 中两个向量: r t 和％ 的夹角的余弦. 
称它为 A 和的相关系数 (correlation coefficient 
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更假定 x t 是 依范数连续的 ，即 

lim || x t - x a ||= 0. (24.2) 

这样，由前章的 Poisson 过程的例子就可知道,此时并不能推出样本过程 
的连续性，然因 

P { u /\ x t - x a \ > e ) ^|| Xt - x 8 II 2 / e 2 , 

所以依概率连续性可以由依范数连续性推导出来. 

定理 1(A. Khinchin) v [ t ) 具有谱分解 

v { t ) = j e ~ i 2 nXt dF ( X ), F(-oo) = 0. (24.3) 

此处 F ( A ) 是由 t ; ⑷确定的有界、右连续的增函数. F ( A ) 叫做 v ⑷的谱 
函数. 

证明 由 v ⑷的定义可知 

0⑹ I 卜 0. 

ij 

又由（24.2)，得 

v ⑷= (; r t ， 2 0 ) — ( x 0 , a : 0 ) = u ⑼ (t 0). 

故由 Bochner 定理就可以定出厂 

定理 2(A. Kolmogoroff) x t 具有谱分解 

x t = J e ~ i 2 xXt dy x , y-oo = 0. 

此处的为具有正交增量的过程，而且 

llyA || 2 = F ( A ), 

J / A 由;而定. 

证明令 {&} 的线性组合所构成的线性流形为 A , 并令 A 为 
iJ 0 . H 0 就是抝的子空间.定义>1中的变换群 U u -oo < t < oo , 如 
下： 

为了证明这个定义是有意义的，只要证明 


(24.4) 

(24.5) 
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a i X U = ◦ 玲 H : 0 

就行了，但这由下式即可 推出： 

I I = 5Z ~ = I aik+t I . ( 24 . 6 ) 

而上式又表明是从 A 到4上的等距变换 (isometric transformation). 
因此， f/ t 可以扩张为从 H 0 到 Ho 的等距变换.又因在>1中成立着关系 
式= U t+8 , 所以在上也有这个性质.由于当/ e A 时％/关于 
t 依范数连续,所以利用 W/ 的等距性便知,对于/ e Hq 来说，连续性也 
成立.故由 Stone 定理就得出 C/ t 的谱 分解： 

art = U t x 0 = J e ~ i 23 lXt d ( E { X ) xo ) = J e ~ i 2 nXt dyx . 

由谱分解的性质便知 , 2A 具有正交增量性，而且 
G ( X ) =|| yx f 

给出增的有界右连续函数 G(A). 又由谱分解的性质而得 

v(i) = (x t ,x 0 ) = J e ~ i 2 xXt dG (\), G(—oo) = 0. 

以此与 (24.3) 比较就得 F = G, 所以 (24.5) 成立. 

其次，若有两个 2/ a 满足 (24.4), 记其为和‘现往证 2 /a =义•令 
/ € 的 Fourier 变换为 则 

J /(A)dj/ A = J /(A)d^ = J f { t ) x t - dt , 

若〆 A) 为连续且在一有限的区间外为零，则 g(A) 可以由上面的 f(A) 来 
一致逼近，因而 

J p ( A ) dy A = J 9 Wv ' x - 

若令 (-oo,//] 的示性函数为 c(A), 对 c(A) 定出上述的 3(A), 使得 
j |c(A)-^(A)| 2 dF(A)<e 2 , 

于是 

I J c ( X)dyx - J 5( 入)办入|| = / |c(A) _ 5(A)| 2 dF(A) < e 2 . 
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同理可得 I / c ( A)dyl - J p ( A ) dyl | 2 < £ 2 . 

由此便有 1 1 c ( A ) dy A - j c ( A ) dyl |< e . 

令 e —► 0就得 

J c(X)dyx = J c ( A ) dj 4 即办 = <• 

这样一来定理2就被证明了. 

例现在来考虑 F(X) 是纯粹不连续的这一特殊情形，将其写成 

F (入) = ^ °n- 
A„<A 

此处 { Aj 为给定的实数列，{如}是正数列,并设< 00 . 此时 
v(t) = J e~ i2xXt dF(\) = 5> neU . 

就成为概周期函数，而的谱分解可表为下列 形式： 

x t = J2y^~ i2xXnt (此处{恥}是正交列，而且 II 恥 ll 2 = 知). 

事实上， 这只需令 y n = y\ n+0 - y\ n _ 0 就行了. 

§25弱平稳过程的样本过程的谱分解 

令 x t ，-oo < f < 00,为弱平稳过程，又假定满足(24.1 , ), (24.2)，由 
Kolmogoroff 的谱分解定理,就得 

x * = J e _ i 2 " At dyx , y-oo = 0. (25.1) 

现在试就样本过程来考察一下这个关系.因为右边的积分是由 L 2 (/2) 中 
的范数收敛来定义的,所以，这一关系并不对所有的^皆成立.首先，在 
条件 

|| x t -x a || yx - yy. H °( A i ^). (25.2) 

之下,可得到下述的定理,其证明从略 .® 

① 参见 J. L. Doob, Stochastic Processes. 1953, 61 页 . - 校者注 
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定理1对于和 y A , 存在可测的（对二元变量 （ f ， u ;) 或 （ A ， w ) 为 
可测 )4 和的，使 P { x t = x ；} = m er ; P { y x = ^} = 1, A € A . 

又因在 < 和的之间， (25.1) 显然是成立的,故以后不妨就假定: r t 和 
yx 是可 测的. 由关于二元变量 （ i ， oO ( 或者 ( A , a ;)) 的可测性可知，对于几 
乎所有的 a ;, a (或者关于 t (或者 A ) 是可测的. 

xM 对于几乎所有的 a ; 来说，是 < 的缓增函数（见广义函数论).这 
是因为 

叫(/黑-) 2 卜{/^-/ 占 H / 占 )、. 

故对于几乎所有的/轉一 

这就是说，心(0；)是 t 的缓增广义函数（其实就是缓增函数).同理 

叫(/鹩4卜{/黑似/羔} 

<(/為) 2<0 °. 

因而，对于几乎所有的 w 来说，扒⑼也是 A 的缓增（广义）函数.从而 
作为广义函数的办的微分 D 似也是缓增广义函数. 

定理2对于几乎所有的 w 来说， XtM , - oo < t < oo , 是广义函数 
DyA ( w ) 的 Fourier 变换，即 


此处 跡、= j e - i 2 nA V ( t ) d *. 

刪因为 

所以对于几乎所有的 a ;( a ; € )? i , P (/2 i ) = l ), 


(25.3) 


故当 u ; € ^时,若令 
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/ I p i 2 nA « _ 1 ^ / T a 广 1 \ 

出 + !巧 （/ +厶 ) Xt l 2^ dt， (25<4) 

则得 

x(0) = JDz a (0), 0€S. (25.5)® 

这就是说，当 o ; e 坧时，: r 和 50 ^作为； D ' 中的元素是一致的，又因 
P { Qi ) = 1,所以作为 ®' h (H = L 2 { Q )) 的元素，: r 和 5 Dz a 也是一致的. 
故在 H 中有 

x((f>) = J 财 ( A ) d 3 A = ~ J (财 ( A ))’ y 入 dA ， 

x{<i>) = 3D^a(0) = ~ J (50(A))^AdA, 


若设 0 = rv, 则对任意的急减函数也 

J 7p'yxdX = J ^'zxdX , 故 Dj / 入 =D^a, 

也就是对于几乎所有的 A , 得出 y A =办+ c , c e if . 因为在 (25.5) 中可令 
z x -c 来 代替％ 所以对于几乎所有的 A 来说，等式 y A = z A 在 H 中成 
立.再由 (25.4) 可知，对于几乎所有的 A ， 可以取使得 


2 A ⑼ 



又由 A ⑼对 ( t , u ) 的可测性，所以可使以⑼对 ( A , a ;) 可测. y A ( w ) 对 
( X , u ) 也是可测的.又因对于几乎所有的 A 和对于几乎所有的 u ; 来说， 
j / a ( w ) = z x { u ), 所以由 Pubini 定理便知，对于几乎所有的 w 和对于几乎 
所有的 A 来说， yx {^) = z 入 ( cj ) •故 (25.4) 可以写成0：(0) = 5 Di / a (0). 


① l.i.m. 表示均方收敛，即 lim fa(t) = f(t ) 勞 lim f |/ a (t) - / ⑴ | 2 df = 0. 

a — »oo a^oo J 

② 公式 (25.5) 表示对任意的具有限支集的无穷可微函数 0(A), 


xt( r e i2nA V(A)dA)df = - /°° Z X 4>'{\)A\, 

J — 00 W —oo ’ J — oo 

而右边的积分等于 


LUnJ ^ m { j \ 


e i 2 死入 t 


i2nt 


-dt + 


(/、/::> 


e i2n\t 
1 i2nt 


dt ^ dA . 


——俄译本注 
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若按照 N . Wiener 的样式写，则 (25.3) 变成 

z t = lim l . i.m r e - i ^ ty ^+ s - yx - s dX (25.30 

e —0 a-^oo J_ a lE 

§26 关于强平稳过程的遍历定理 

令 x t ( u),-oo < t < oo , 为可测强平稳 过程. 假定它的均值存在，于 
是就有 

£(| x t |) = ^(! xo |), 

因为 x t ( u ) 关于二元变量 ( t , u ) 为可测，所以对于几乎所有的 U ； 来说， 
作为 f 的函数是可测的.又因对于 -oo < a < 6 < 00， 

E、j | x t | d <| = J E (\ x t \)dt = ^(| x 0 |)(^ - a ) < cx ), 

所以对于任意给定的有限区间 ( a , 6) 和对于几乎所有的 a ; 来说， 

J | xt ( a;)|di < oo . 

由于这个积分当 a , &为整数的场合（这种场合的个数是可数的）为有限, 
由此不难推出对于几乎所有的4上述积分对一切的有限区间,均为有限. 
定理设 E (| a ： o |) < oo , 则对于几乎所有的 a ;, 下列极限 存在： 

X ^ u) = i^ooUl A Xt{u)dt 

称 x *( u ) 为样本平均 (sample mean ). 

证明先证下述的引理. 

引理若 {〜} 是平稳序列，则当五(|卻|) < oo 时，下列极限对于几 
乎所有的 w 皆 存在： 



证明设 Z = {•••，一3，一2，一1，0，1，2,3，...}，由 R Z ( B Z ) 添加上随 
机向量 a ； = 11^的 分布軋 便得到一个概率空间 K z ( B 2 , <?). 若考虑从 

k 


R z 到它本身的一对一的映照 
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t ： n 红+1， 

k k 

则这是一个保测 变换. 若设/为由三= — &所决定的映照，则 
/G L \ R Z ). 故对于几乎所有（关于0的 I 下列极限 存在： 

/*(-)= n % ^ E HT k 三). 

—~ n m k=m+l 

从而对于几乎所有的 a ;, 

/>)= 故 ^ E 

m — oo ik= m+ l 

于是引理得证. 

现在转到定理的证明上去.若设 

广 +1 

2/n = / Xtdt，n = • • • ，一 3, 一 2, — 1 ， 0,1 ， 2,3, • • .， 

Jn 

则这是一平稳序列（由于证明过烦,此处从略).由上述的引理可知 

^ = n 1 ™ ^ = n^oo t ^ 

对于几乎所有的 u ; 皆存在.其次，若 n < 4 < n + 1，则由 

1 f A n 1 f n 1 f~ n i r A 

2Aj- A Xtdt = A2^J_ n Xtdt+ 2Aj_ A Xtdt + 2A} n Xtdt 

可知，若能证明最后的二项接近于 0 就 行了. 若对 | a : t |， 再次应用上面的 
方法，于是就有 

去/ 二产 士 I •’ 

因而它们的差 

故 

hL xtdt+ ul xtdt ^^L (n+l) ixtidt+ tC 咖一 0 . 
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若令/(6，&，…，匕）为 n 个变量的 Baire 函数，则 
yt = /(x tl+ t,x t2+t ,---,xt n +t) 
也为一可测的强平稳过程.如果 

五 ( lltol ) = £?(|/( x tl , xt 2 ,---, x t „) l ) < oo , 
则上述的定理可适用 于讲， 因此极限 


^00 21 


f(x tl +t, Xt 2 +t，. • • ，工 t n +t)dt 


也存在.特别当 E (\ x 0 \ 2 ) < 00 时，由于 E (\ x t x s \) < 00 ,因此极限 


^ L 2 A 




也存在.由此可知下述极限的 存在: 


'( t . s ) = lim — / (x t + a - x *){ x 8Jta - x*)da 
A-^oo ZA 


I ^ o 2 A 


!： t+<r x a+ff do-- |x*| 2 . 


称 = ( v *( t , s )) 为样本方差矩阵 （sample variance matrix). 
由 

V*(tj s) = V*(t — 5) 


- tj)^j = Jim^ ^J A I — 1*)| da ^ 0, 

一 

可知 v *( t ) 可以写成 

v *( t ) = J e ~ i 2 KXt dS *( X ) (但 f (- oo ) = 0). 

5* (A) 叫做样本谱函数 （sample spectral function). 由于 


及 


E ( x *) = 0 = E ( xq ) 
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丑(，— ) -取 | 2 )0⑷, 

E ( S *( X ))= F ( X )- E (\ x *\ 2 ) H ( X ) KF (\) 

( H ( X ) = 0 (A < 0), = 1 (A ^ 0)). 

因此等号的成立必须五 (|: r * j 2 ) = 0, 即 a :* = 0. 由下式可知 f = 0与 
F (+0) = F (-0) 是等价的， 

••| 2 )=化 {^} 2 J _ Jv ( t - s)dtds 
=F(+0) - F(-0). 

如前节所示一样， 

^ = J e - i 2 nXt dy x = ^( Dy x ), 

而由此形式地计算 v *( t ), 就得 

v *( t ) e ”)-/ H d 吻 ‘ 

= || e -— 么 ^£ e -鄉 —, )dsdyA 化 
=// e _<2 、 喊，〜 ={: !=: 

=J e - <23 tAt | dy A | 2 . 

由此可以设想符号上的关系 

d 5*( A ) = | dy A | 2 . 

这个有趣的事实可以利用 N . Wiener 的一般调和分析来严格地讨论.上式 
的严密的意义 就是： 对任意有界连续函数 /( A ), 都成立 

J f ( X ) dS *( X ) = Urn J /( A) ^ +e "/ A ~ e|2 dA 

§27 复正态系 


我们称 x Q , a € A , 为一实正态系，就是指随机向量 x = Ux a 的分布 
为 R a ( B a ) 上的正态分布. Wiener 过程以及（实）正态平稳过°程就是实正 
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态系.上述的定义等 价于： 对任意的 

exp E ZuXa ^ I = exp |i ^ ^ ^ 2 ^( a M > a ^)} 

[m(a) = E(x a ),v(a,P) = E{(x a - m(a))(x 0 - m(/3))}]. 

特别当均值为 0 时,就可以写成 

五 { exp ( i ^ 2 z u x a „)} = exp {-^|| j 2^ x ai/ || } 

(\xf = I |x(a;)| 2 P(du;)). 

将这个关系式推广到复随机变量系之后，就可得 x ai a € A , 称它为复正 
态系，如果对〜 eA , z v eC (= R 1 + iR 1 )， 下式成立 

E{exp(i Re (^^ x ai/ ))} = exp | - ^^ x ai/ | }, (27.1) 

( Re 表示 实部; 横表示复共轭 •） 

特别地， 

E { exp{i Re ( zx a )}} = exp | - ^-| x Q || 2 }, 

这里,若分别令的实部和虚部为 a 4 和 : r '』，又设 z = 〆 + k "，则得 

五 { exp { i ( 2 ’ a ^ + z "^)}} = exp { - " x : [( 〆 2 + 乂 72 )}， 

因而 < 和 ;<： 是独立的，且具有相同的正态分布 iV (.;0,|| x a || 2 /2). 

定理1 令 x ai a € A , 为复随机变量系，又设£〜= 0.若设 

v(Q!, /?) = E{x a Xp') — {XayXfi) t 
则 ( v ( a ,/3)) 是正定的，也就是 

咖， 〜)彡 0 . ( 27 . 2 ) 

v 

另一方面，若 ( v ( a ,/ 3 )) 是正定的，则存在复正态系 x a , aeA , 使得 (27.1) 
成立. 
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证明前 一半： 

a J‘) = I I > 

a i 

后 一半： 设 r ? == « c A = r 2 A , 又在 0( B 2 A ) 里引进如下的（实）正态分 
布 AT :在中的那些除在有限坐标以外，其余的坐标为0的点的全 
体记为显然，它与中具有同一性质的点的全体 cf —致•对 
*(= rK)ect 设 

Q 

V>(z) = exp | - ^^z a zpv(a,(3)Y 
otP 

E 在外表上虽然是无限和，但由于 2 e C $， 因此只不过是有限和，所以 

OL0 

不会发生收敛的问题.为了使得 < p ( z ) 是 R 2 A ( B 2 A ) 上的某个正态分布 iv 
的特征函数，只要 证明： 把 E 看做 z 的函数时， E 是正定的实 

a 0 aP 

二次 形式. 这可由 ( w ( a ,^)) 的正定性 得出. 事实上，由正定性的假设得 
出 v ( a , P ) = 所以由此便知 E 是 z e R 2 A 的实二次形式.而它 

的正定性由 (27.2) 即可推出.若令 f 2( B 2 A , N ) 为基本的概率空间，又对 
u ; e 0令 x a ( u ) 为 a ; 的 a 坐标（复数)，则对 z (= l \ z a ) G C 《得 

a 

£；{ e lRe ? ZaXa } = = exp I -^Y^z a zpv{a y ^ 

(Zd — Xql ~ x Q + ix^. 

以代替〜便得 

E{e lt RC ? ZaX °} = exp I - j z a zpv(a,P)Y 
若两边对 f 微分两次，然后再设 < = 0, 则得 

\y^.^ 2 a E i. x2 a) + 7 5Z z a^(*o) + o x ^) 

4 a ^ a a/3 

= ^2z a z 0 v{a,ft). 

a 0 



因此 
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E ( x l ) = 0. ( x a , x 0 ) = v ( a , p ). 

从而 

W ， } = ex P {- L a | f }. 

注意 E ( xl ) = 0 是作为副产品而获得的，但这是一个值得注意的 
性质. 事实上，若设 x a = x f a + ixl 则如同前面己被注意到的那样, < 和 
< 相互独立而且具有相同的分布 iV (.;0, || ; r a || 2 /2)，因而 

E ( x 2 a ) = E { x 2) - E ( x ： 2 ) + 2 iE ( x ' a ) E ( x ：)=0. 

定理2若 o : a , a e 為是复正态系,并且是相互正交的，则必为相互 
独立. 

证明 

，叫 I 2 } 

由正交性 = exp {-^ W 2 || x a || 2 } 

= J ] exp {- J | z a | 2 || x Q || 2 } 

a 

= JJ ^( e iRe2ttXa ). 

a 

由此可知 x = Ux Q 的分布是各个的分布的直积 • 

定理3令 x a (a E A ) 为复正态系，则 Re ( x a ) (a e ⑷和 Im ( x Q ),(ae 
Aim 是虚部）都是实正态系. 

只需在 (27.1) 中，设 Im ⑷或者 Re ⑷= 0即可得证.又由定义不 
难证明下述的定理. 

定理 4 若令 x a (a e Z ) 和 ( a e 4) 都是实正态系，又令两系相 
互独立，则: r a + iy a (a € A ) 是复正态系. 

定理 5 若; r a ( Q ! € v 4) 是复正态系，且设每一 6 B ) 是 a ; a ( Q ! 6 乂） 

的复系数的线性组合或者是这种线性组合依范数的极限，则如0 e b ) 也 
是正态系. 

例 复 Wiener 过程 (complex Wiener process ) 若 x t (—oo <t < oo ) 
是复正态系,而且具有正交增量，即 
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Mt < s ^ u < v , ( x 3 - x t , x v - x u ) = 0, 

则 x t (-oo < t < oo ), 就叫做复 Wiener 过程.这时根据定理 5 可知,对于 
fi < si < <2 < «2 < • • • < < « n , x 8i - x ti (i = l ,2,---, n ) 也是复 Wiener 

过程,而且是相互正交的，从而由定理2可知是独立的.因而它是一个复 
可加过程. x s - xt 的分布对于环绕着复平面上的原点的旋转是不变的分 
布. 因为 S < f M 时 ( x u -X U X t - x a ) = 0, 所以 

II x u - x s |) 2 =|| x u - x t || 2 + |[ art - x t || 2 , 

而且除去一附加常数以外,可以唯一决定一个增函数 F ⑷，使得 
|| x t -: s " 2 = F ( t ) - F { s ). 

特别地，若 F ⑴是右连续的，则:也在范数的意义下为右连续的.我们还 
可以证明下述的逆 命题： 对任一给定的增函数 F ( t ), 必存在一复 Wiener 
过程％使得 || - % || 2 = F ⑴- F ( s ). 证明如下•以>1表示实数区间 

( a ,6 ](-oo < o < 6 < oo ) 的全体.若对 a ,/3 e A , 定义 


v(a,P) 


F 在区间 an /?上的增量0即 an /3 = 区间)， 


、0 (anp= 0 ), 

则 ( v ( a ,(3)) 是正定的.事实上，若令 a 的示性函数为则 

a i ) / c ( f , ai ) c ( t , aj ) dF ( t ) ( Riemann-Stieltjes 积分) 

ij ij 』 

=J I ^c(t,Q,)^| 2 dF(<) ^0. 

故存在复正态系 { x a }, 使得 

( x a , xp )= v ( a 1 p ). 


若 < < s < tt , 则 

II x ( t , 8 ) + - II 2 

= F { s )~ F ( t )+ F ( u ) - F ( s )+ F { u ) - F ( t ) - 2( F ( s )- F ( t ))-2( F { u )- F ( s )) 

= 0 , 



因而 
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®(t, 8 ] +*{ s ,u} = ^(t,u](a.e.)- 
故若令 a < min (0, i ), 且设 

x t = ®( o , t ] - *( a ,0], 

则 a : t 与 a 的选择无关（除概率为 0 以外)，于是 < t < oo ) 就是所 
求的复 Wiener 过程. 

特别在 i ^) = * 时，即过程对时间是齐次的， Wiener 把这种过程叫 
做 Brown 运动. 

§28正态平稳过程 

复正态系 &(- 00 < t < oo ) 是弱平稳过程时，就称它为复正态弱平稳 
过程.对应于§22的定理2,就有下述定理. 

定理1复正态弱平稳过程是强平稳的. 

证明令 xt{-oo < t < oo ) 为复正态弱平稳过程.对任意的<1 < 
< …< 和红， 

)} =exp I - 

= exp I - ^ - ( xt , x a ) = v(t - s ) 

= 五 { e《 Re (E +九) } • 

故 Or t J 的分布与 ( x f , + h ) 的分布相等，于是 （ A ) 就成为强平稳的 • 

由这定理可知，只提复正态平稳过程就够了.又因为通常我们总是假 
定平稳过程是复的，所以简称它为正态平稳过程 • 

在前面已经证 明：由 Khinchin 定理， u ( t ) = { xs + ux 8 ) 的谱分解是 
可能的.但没有指明对这样的函数 v ⑴，是否存在平稳过程（^)，使得 
( x t , a :,)= t ；(<- s ). 事实上,这是存在的，甚至存在满足这个条件的正态平 
稳 过程. , 

定理2 若令 v ( t )= e - i 2 KXt dF ( A ), F ( A ) 是有界右连续的增函数， 
则存在正态平稳过程 Xt{-oo < t < oo ), 使得 
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{ x u x a ) = v(t - s ). 

证明因对任意的~,匕， 

E 仏略 -‘)= j | ㈣ A | 2 d 羽 > 0 ， 

所以由前节定理 1 立即知道（^)的存在. 

其次考虑; Et 的 Kolmogoroff 谱分解： 

j e~ i2xtx dyx 

由于於属于由: c t 所张成的 Hilbert 穿间 H 0 , 所以由前节定理5便知 
yx(-oo < X < oo ) 也是复正态系.又因 yx{-oo < A < oo ) 具有正交增量， 
所以是复 Wiener 过程.利用 Khinchin 谱函数就得 

II J / A - y ^|| 2 = F ( X )- F ^) (A > fi ). 

Vx 不一定是齐次的.故得以下结论. 

定理 3 正态平稳过程就是复 Wiener 过程的微分(广义函数的意义 
下）的 Fourier 变换. 

§29 Wiener 积分，多重 Wiener 积分 

令 Xt(-oo <t < oo ) 为 一* 复 Wiener 过程，又设 

II x t - x a || 2 = F ( t ) - F ( s ) {t > s ). 

因为心具有正交增量,所以由§23可知,此时可定义形状为 

IU) = J f ( t ) dx t , feL 2 ( R \ dF ) 

的积分.若 （: c t ) 是复 Wiener 过程,则特别称此积分为 Wiener 积分.其 
次，在这种场合下，虽可定义下述形状的多重 Wiener 积分： 

4.9 (/) = J J s Q ) dx tl - - - dx tp dx ai - • - dx Sfl , 

但为此必须假定 F ⑷是连续的.此处不来讨论它的详细证明，而只就 
p = 2,9 = 0的场合 
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/(/) = / 2i0 (/) = jj f ( t u t 2 ) dx tl dx ti 

来说明一下证明的要点.首先，在 / 是与对角线无公共点的二维区间 
( a ,6] x ( c , d ] 的示性函数时，定义 

1( f ) = ( Xb - X a ){Xd - X c )- 

这里，与对角线无公共点的条件(姑且叫做条件 4) 是重 要的若 /是上述 
那样的示性函数的线性组合（记其全体为的，则定义它为上面那种 "/) 
的线性组合.显然/是从 s 到丑= L 2 { Q ) 中的线性算子.利用条件4就 

得 r r 

II / ⑺ ii 2 <ii / ii 2 = JJ \m,t 2 )\ 2 dF(h)dF(t 2 ). 

特别地，若 /( k 2 ) 关于 (* i 山） 对称，则上式的不等号变为等号，又若^ 
都对称，则得 

又由 F 的连续性，得及= i 2 = L 2 ( R 2 , ( dF ) 2 )， 因而可以把 /(/) 推广到 

对于一般的 i P ， q ( f ) 也可以同样定义.令 i P M ) 的象的全体为丑 p , 9 . 
特别令好00为 L 2 { n ) 中的常数的全体所形成的一维空间_由于条件4 
的作用，于是 { H p , q } p , q 就成为相互正交的 i ? 的子空间 •其次 ，若令丑* 
为关于 ^(.00 < t < oo ) 可测而且 E (\ x \ 2 ) < 00 的复数值（随机变量)工 
的全体，则可以证明矿是 H P ,< J 的直和.因此，可将 xeH * 展为直交和 

x = ’p ， g(/p ， g). 

PiQ 

故可将 fp , q ( t u Si ,•••,«,) 取为分别关于(“，•••， * P )( S 1， …，〜）的各 
组为对称的函数.此时，这些函数可由 Z 唯一地确定 • 

例1若令 Xt (- cx ) < t < oo ) 为对时间齐次的复 Wiener 过程，又设 

yt = j + s)dx S) / G ^(K 1 ), 

则 y t 是正态平稳 过程. 事实上， 

{ yuVu 、 = j f(t + s ) f(u + s)ds = j f { t-u + s )/( s ) ds , 
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因而 ( yt , Vu ) 是《 - W 的函数，于是得出平 稳性. 至于正态性，则由讲是 
^的线性组合的极限这一事实即得到 说明. 现在若令/的逆 Fourier 变 
换为则得 

( yt , Vu ) = J e _ 叫 卜小|/⑷ | 2 dA . 

故 l /( A )| 2 是谱函数的微分系数. 

例 2 依照与上述一样的方法,利用多重 Wiener 积分，若令 
z t = jj hih + t , t2 + t ) dx tl dx t3 + j fi(ti + t ) dx tl , 

则 A 是一强平稳过程，但除/ 2 = 0的情形以外，并不具有正态性.进一 
步利用更髙维数的多重 Wiener 积分以及它的极限，所得到的仍然是强平 
稳过程.但考察一下是否能利用这种方法来构成一般的强平稳过程，这将 
是一个有意义的问题. 

§30正态平稳过程的遍历性 

首先来给出强平稳过程 x f (-oo < t < oo ) 的遍历性和强混合性的定 
义.若令 X 是关于 x t (~oo < t < oc ) 可测的随机变量，则可以写成 

— 2；(依概率收 敛). (30.1) 

此处/„是 n 个复变量的 Baire 函数.由强平稳性得 

p {^/\fn{x tl +t, •••, X tn+ t) - / m (x tl+t ，• • . , Xt m +t)\ > e} 

= p { (J /\fn{xt 1 r-' ,X tn ) - fm(x tl ,-■ ■ ,X tm )\ > e} 

— 0 ( m , n — mdo ), 

所以 X tn+t \n = 1， 2 ,…，依概率收敛于某个随机 变量: c'. 〆 
以概率为1地 仅由; E 和 f 决定，并且与 (30.1) 的序列的选择无关.记 
X 1 = T t x , 于是就有 

Tt+sX = T t T a x ( a . e .). (30.2) 

若对所有的 t , T t x = x 时，则 a : 叫做不变的 • a ; 三常数就是不变的， 
若除此以外不再存在不变的 a ; 时， a : t (-00 < t < oo ) 就叫做具有遍历 
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性 ( ergodic ). 若有一不变的 A 考虑其截口 xW [ xW ( o ;)= x ( a ;)(| x ( a;)K 
M ),= 0(| x ( a ;) > M )}, 它显然也是不变的.若 z 不是常数，则可取 M 足 
够大，使得 x ( M ) 也不是常数，因而若除去常数外不存在有界不变的 A 则 
过程就具有遍历性.其次，对于依范数有界且关于々(- 00 < < < 00)，可测 
的任意 a : 与2/,都有 

E [ T t x . V ) — E ( x ) E ( y ) 即 ( T t x , y ) ^ { x , l )( l , y ) 

时，则称 x t (-oo < t < oo ) 为具有强 混合性 (strongly mixing ). 强混合性的 
条件要比遍历性来得强.其原因是 ：若令 乃工= A 则由强混合性得 
E { x 2 ) = E ( T t x - x )^ E { x ) 2 , 

因此 V ( ir ) = E ( x 2 ) - E ( x ) 2 = 0,于是 a ： =常数 • 

有了上面这些准备，可以来证明下面的定理. 

定理 1( G . Maruyama ) 欲使正态平稳过程具有遍历性，它的必要而 
且充分的条件是谱函数 F ( A ) 为连续 • 

定理2 欲使正态平稳过程具有强混合性，它的必要而且充分的条 
件是 v ( t ) — 0 (f — oo ). 

令 x t (-oo < t < 00 ) 为正态平稳过程,且令尸 ( A ) 在 A = M 处有跳跃. 
令; r t 的 Kolmogoroff 谱分解为 

x t = J e ~ i 2 xM dy x , 

如果沿用证明前一定理时所采用的 U U E { X ) 等记号，那么 yA = E ( X ) - x 0 
也在 n 处有跳跃，而且它的跃度 2 = Vn + o - Vn-o U t z = e ~ l 2 nilt z . 
因为 r t 是 f / t 的推广，所以 r t z = e -* 2 ^ .由 r t 的定义可得阶| = T t \ z \, 
故: r t | z | =卜|.即 H 是不变的•又因 z 的分布是在复平面上旋转不变的正 
态分布，且由于 | M | 2 = F (^+0)- F ( n - Q )>0, 所以不是5分布，从而 N 
不是常数.由此就证明了定理1中的必 要性. 其次往证充分性.令 Z 为有 
界不变.因为关于 yx {- oc 〈入 < 00) 可测的全体和关于 xt{-oo < t < oo ) 
可测的全体是一致的，所以工关于< a < 00) 是可测的，又因 
II X || 2 < 00, 所以由前节的结果而得 

a := 常数 + X [ ••- / - / i ,) 

p+9>0 J J 

dyx t - - - dyA p dy M1 - - - dy^ q 


(30.3) 
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假设 / P ， 9 分别关于 ( XiXuj ) 对称.为了求取，只要令 d 队…为 T t dy Xl --- 
就可以了，又因 T t dy x = e -^ dyx ^ tdy ,, = (这是形式上的说 

法.严密地说，就要稍长一些，但由此不难充分领会它的意思)，所以 

r t X = 常数 + ^ f" … f fpq (、 … Xp，fil … fiq ) 

P+g>0 y J 

_ e — 2nt(E e 洳) dyAi ，•兔 • (30.4) 

因被积函数分别关于 (X x )(fi p ) 对称,所以由取 = a : 可得 
UM -- Ap,//!••• ti q )e- i2nt ^ x ^^ = 

故在超平面 n : E An - E/v = 0 之外 / w = 0 .又由 F 的连续性得 
j dF%) … dF(X p )dF(fjii) - - - dF(fx q ) = 0, 

所以 fpq = 0( a . e .). 故得出 x = 常数. 

现在转到定理 2 的证明上去.若具有强混合性，则= ( x t , x 0 ) = 
( T t xo , x 0 ) -4 ( x 0 , l ) 2 = 0. 其次，假定 w ⑷ — 0. 由此可知 F (\) 必连续.故 
关于 x t (-oo < t < oo ) 可测且依范数有界的 : r ， y 可写成 (30.3) 的形状，再 
利用前节所述的正交性就得 

(TtX,y) = (x, 1)(1, J/) + [ f … f fpq […) Vpq (…) 

p + q >0 J J 

■ e - i2M ^ 〜) dF %) ••• dF (^). (30.5) 

再由 v ⑷ — 0 可得，对于任意的 -oo < a < 6 < oo , 

|/ V i 25 ttA dF ( A )|-0 {t ^ oo ). 

若以区间的特征函数的线性组合来逼近 / M 和 5 p 9 ，则 (30.5) 中的5：内的 
各项收敛于0•故若 a :, y 的展式只有有限项时，就得 ( T t x , y ) { x , 1)(1, y ). 
用这些 ; r ， y 依范数逼近一般的 a :， y ， 就可以证明同样的结论.这时必须注 
意到 || ❻ H | z || • 

例因为正态平稳过程 a 是强平稳过程，又因 五 (| a : 0 |) < oo , 所以 
样本 均值： 
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存在.显然 r t : r * = ar *， 所以若 F ( A ) 为连续，则由定理1 得出; r * =常数. 
故 : c * = E { x *) = E ( x 0 ). 这就是用样本过程来求 E ( x 0 ) 的公式.同样的事 
情也可以适用于 

§31平稳过程的普遍化 

首先叙述平稳序列.这虽然不应叫做普遍化，但顺便叙述一下.关于 
随机序列 x n (n = ...,-2,- l ,0, l ,2,..-) 的弱平稳性、强平稳性和正态性 
的定义与平稳过程的场合 相同. 又在正态平稳序列里没有必要区别强平 
稳和弱平稳，这也与以前-样.若假定祝〜 ） = 0,则 +) =(〜 + m ， x m ) 
的 Khinchin 谱分解为 

+) = / e— i2nAn dF ⑷， (31.1) 

而 dF 就是 Ri/mod 1上的测度.又;的 Kolmogoroff 谱分解为 

;=/ e_i2 " A U 如" 2 = (31.2) 

由此可知，平稳过程的性质几乎全部保持，而且以更简单的形态出现于平 
稳序列. 

平稳广义过程 (stationary random distribution ) 随机过程 x t ( u ) rT 
以考虑为以 o ; 作为辅助变量的 f 的函数，但是如果所考虑的以 a ； 作为辅 
助变量的 i 的函数为广义函数，则就可以考虑所谓广义随机过程 ( random 
distribution ). 广义随机过程也可以分为强弱两种来考虑•令 S 为无限可 
微而且支集为有界的 f 的函数的全体，再令广义函数的全体为 jy . 若有 
0 G S 和0；的函数 x {< l >, u ), 使得对 U ； 的所有的值（或者几乎所有的值)， 
把 x ( 么 o ；) 看做$的函数时它属于; D '， 且对任意给定的是 o ; 的 
可测函数时， x ( M 就叫做强义的广义 过程. 反之,若对任意给定的么把 
看做 w 的函数而属于 H = 1 2 (/?),且映照 


ar : S 3 0 — 2(0, -)€H 
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为取值于 if 的广义函数时，即 : c e Sk 时, x ( M 就叫做弱义的广义过 
程.特别地，若强义的广义过程满足强义的平 稳性： 

“ ㈣ 也)，…， ar (幻)的分布和的分布恒相同” 
( d >^( t ) = < l>(t + h )), (31.3) 

则叫做强平稳广义过程.设 x t ( u ) 为一可测的强平稳过程，且设 £；(| x 0 |) < 
00 . 对此,若定义 

x (< f >, u ;) = J < f >{ t ) x t { u ) dt , (31.4) 

则这就是强平稳广义过程.事实上，由于 E (\ x 0 \) < oo , 便知对几乎所有 
的 

/ ^ 7 ^ di<0 ° ( 31 . 5 ) 

(试考虑积分的平均值)，由此即知，作为 i 的函数， Xt ( u }) 是局部可积的.因 
此 (31.4) 给出了强义的广义 过程. 还可证明它具有强义的平稳性 (31.3). 
又若有一弱义的广义过程 e 2), 且 

m (《） = E ( x (</>)), v (</>, ip ) = E (( x ⑷- m (< f >))( x ( i />) - m ⑷ ))(31.6) 

对平行移动都为 不变： 

m ((/> w ) = m ⑷， v (( f > w , = v (< p , ip ), (31.7) 

则就叫做弱平稳广义过程.例如若: r t 为一弱平稳过程，则下式所定义的 
就可以看做是弱平稳广义 过程： 

x {< t >) = J < P ( t ) x t dt (积分是对依范数收敛而言的). 

事实上， 

m(^) = J 4>[ t ) m { t)dt = m J 必⑷此 
v (< p , rp ) = JJ (/>{ t ) ijj (8) v ( t , s)dtds = JJ 0(i)^(s)w(t - s)dtds 

= j v [ t 、 j < p(t + s ) t / j ( s)dsdt 
= J v ( t ) J s ) xj ;( s ) dsdt , tf ( s )= 矽 (- s ), 
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= J v ( t )(< l >* ip )( t)dt 

= v (< f > + 办 

由此就得出 m ， v 对平行移动的不变性,又知道可以写成 v (< l >* ip ) 
的形状.因为后面的事实可由 v ⑽) 是有对平行移动的不变性而推出，所 
以对一般的弱平稳广义过程，恒有 

v [ ♦，奶 = * 奶， (31.8) 

由于这里的 w 可以看做 2)' 的元素，又因 

v{<p *4>) = v (( j ),<(>) =|| x (( f >) - m (< f >) || 2 ^ 0, 

所以利用推广到广义函数情形的 Bochner 定理 ® ，就得 

v = 2) ; - Um f A e - i 2 nXt dF (\), (31.9) 

A -^ ooJ-A 

此处 

dF (\)>0, (31.10) 

这就是 A . Khinchin 谱分解的普遍化•同样，对于 4 釣，可找到正交增量 
过程 2 A , 使得 

x = V > H -\ un o J A A e _ 伽 At dy x ， || 如 || 2 = dF ( A ). (31.11) 

这就是 Kolmogoroff 谱分解的普遍化. 

现在令（々 ，—00 < t < 00 ) 为对时间齐次的复 Wiener 过程（§ 2 7未 
尾 ). A 本身显然不是平稳过程，然而由于对时间的齐次性 II drr t || 2 =办， 
所以若考虑: r t 在广义函数 （ S ' H ) 的意义下的微分（由 II dA || 2 =出而明 
显地可看出普通意义下的微分是不存在的)，且记为 Da : t 时，则这就成为 
弱平稳广义过程.事实上，由 

①参见 Schwartz, Theorie des distributions, II. Paris, Herman, 1952,432. 

——俄译本注 
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Dx t (0) = -x t {4>) = - J ⑴ df = - J(x t - XaW{t)dt, 

( a 为任意）所以 m ⑷与 v (㈣可以写成 

m ⑷= 0 ， 

v(<p,tp) = E^ JJ 0’O’(s)(x t — x a )(x s - x a )dMs|, 

v (< l >,^) = J J < l >'( t ) tjy ( s)(xt - x a , x 8 - x a )dtds 

使得也少的支集落入 (a, oo)] 

= f f 0’(<X(s)(min(t,5) - a)dtds 
J a J a 

= J = {<)>* 必)⑼ 

= S [< f > * 奶[5是 Dirac 的 5 函数). 

这就意味着 t； 对平行移动是不变的，又若写成 v ( d >^) = v (< l >*^), 则得 
v = S . 若引用下述记号 


:尝 ，琶) =。 ( …)， 

’ dx t _ 1| dx t || 2 _ 

H 广 dt 2 


dt _ 1 
d ^ = dt 


则可使我们更易领会这一点.又因 


所以 F ( A ) 三 A 就是谱函数.这时因为 


所以 （31.10) 中的指数 fc 就是 1. 

向量值平稳过程可以考虑使得 x t (-oo < t < oo ) 的值为 m 维向量 
的平稳过程.今就弱平稳过程作一些简单的说明•设 m ( t )= E ( x t ) = 0, 
这并不丧失普遍性.令 v ( t , s ) 是矩阵 （ v y ( M ))， 而 

Vij ( t , s ) = E { x \3 p 9 ) 即 v ( t , s ) = E ( x t x a ; 5 ). (31.12) 
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当 Vij ^ s ) 仅是 * - s 的函数 时，々 就叫做弱平稳的，记为 Vijit . s ) = 
Vij{t-s). 至于 v(f) = {vij(t)) 的谱分解, H. Cramer 已经采用 A. Khinchin 
关于谱分解的普遍化的形状求出了.那就是有一取值于 mxm 阶矩阵的 
F(A) = (巧(~)，使得 

v ( t ) = j e ~ i 2 xXt dF { X ). (31.13) 

此处 F ( X ) 是满足下列关系式的 Hermite 矩阵： 

F ( X )- F(/x) 彡 0 (》0 是正定型)， 

F(oo) 确定， F(-oo) = 0, 

F(X + 0 ) = F ( X ), 

事实上，因对任意的{叫}，％(0 = 满足 

kKtfi - u) = ^2 ^u a i^j ( x \ u »^) = I I ^ 

HV fiv ij 

所以 V a ( t ) = j e- i2nAt dF a (A). 

AF a {\) 就是（叫）的 Hermite 形式而且 AF a { X ) ^ 0. 因此可以确定 F ^ X ), 
使得 AF a {\) = 而而 ^F(A) = ( AF ^ X )) 就是正定的 • 

在这个场合下也可以得到相当于 Kolmogoroff 分解的谱分解. 

关系到时间和地点的随机过程随机过程是表达随时间而变化的偶 
然量，但也可以考虑时间和地点双方都改变的情形.替如说,在某个时刻 
t 处于某一地点$ = (6,6,6) 的状态可以由某个随机变量来表 
达的情形.现设 

m(t,i) = E(x(t t ^)), 

v { t ,^ s , v ) = E {( x ( t , t ^)~ m { t ,^)){ x ( s , t ^)~ J7i(s，0)}- 

若这对时间、空间的平行移动都不变，则: r(U>) 是平衡的.此时， m(t, 
0=常数（以后令为0)，而 v ( t , C , s , rf ) 就成为 * - s， 态_ *7 =(《1 - 奶，《2 - 
^,$3 -^ 3 )的函数关于 i； 亦可得对应于 Khinchin 分解的谱 
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分解① • 

v ( t , 0 = e ~ i 2 a ^ t + ^ dF ( X , S ), 

( CT ，0 =a l《l + 占 2(2 + 巧《 3. 


而 x ( t , Cuj ) 的分解 （Kolmogoroff 分解）也与平稳过程的场合一样. 

又除对地点的齐次性以外，还可假定各向同性的性质.这时 ， V ( t ^) 
可以写成水吃|)的形状 ，旧 是向量$的长度,此时测度 dF (\, a ) 对地点 
也具有各向同性的性质，即 dF(A,r) = dG(A,r) .d0(r 表示 a 的长度，而0 
就表示 (7 切单位球的点).也就是 


啦旧) =/ e - i 2 nXt K ( r -\^\) dG (\ r ). 
•/r 2 

此处 K 可用 Bessel 函数表为 


K ( p ) = 2 n 


J 1/2 (2jtp) 
_ pi/2~ 


(31.14) 


(31.15) 


各向同性湍流 (isotropic turbulence) 前面说的是对时点 f 和空间的 
点《，对应着一个偶然的纯量但在这里所考虑的是以向量 w 
汰 代替纯量.譬如，对任意的时点《，令湍流在空间的点$上的速度 
为 u ( t ^, u ) 就是这种 情形. 为了弄清楚实质上的难点，而把时点 f 固定 
起来，并记为 w(K 再假定五吨〜)=0.于是咐, 》/) 就是 


v( 《， ?7) = £^[u(^,o;)(g)ti(7/,w)], 

而这就是在点上的切平面&和7^的张量积 T ^^ Tr , 的元素.若这 
对于空间的全等变换为不变，则 u (^ u ) 叫做各向同性湍流.这个不变性 
的意义,讲得清楚些就是这样 的：令 5 为任意的全等变换， g 将点 f 映照 
成点 r &而同时由此引出$的切平面7^到的切平面上的全 
等变换々,还引出到上的全等变换.后者也以&来表 
示.由 p 得出的不变性就是 

£ ； [^ii(^u;)®pM(T/,a;)] = E[u{g^,u)^u(g- (31.16) 

①这是多元的 Khinchin-Bochner 定理，它的证明可参见 S. Bochner, Harmonic Anal¬ 
ysis and the Theory of Probability, 1955, 58 页. ——校者注 
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gv{i,ri) = v{gtgr}). 

现在，若在 S 的空间里定一正交系 （ ei ，幻， e 3 )， 又在7^里也取一与这 
平行的正交系 （ ei (0， e 2 ⑹， e 3 (0)， 然后以此来决定坐标，就得 

i ' = + hi ,{ gij )= 正交矩阵 


u ' = gu ^ u \ = ^ 9ijUj , 
因而 (31.16) 就可写成 

E f 細恥⑹ 納⑻) 


(31.17) 


E{ui{gi)-Uj{gri)), 


^29ik9jiVki{^ } ri) = Vij(g^,gri). 


(31.18) 


特别地，若设 ( 9ij )= 单位矩阵，则 

v ij{h) = v ij (《+ 办， W + 办)， h = (hi,h 2 ,h 3 ). 

故％是 h 的函数.若记这函数为％(&?)，则由 （31.18) 得 

9ik9jl v kl{^) = v ij(9^)- 
kl 

现在，若设 v{^-,a,b) = 'Z,a i b j v i j(^), 则上式等价于 

v{gi\ga,gb) = v(^;a,b), g 是正交 矩阵. （31.19) 

因由定义， w($;a,a) 是£的正定函数，所以 

u(^;a,a) = y*e - * 2 W)m(d\;a)，m(dA; a) ^ 0. 

利用 v ⑷ a，b) 是 a，b 的双二次形式这一事实,就得 

v(('a,a)= J e _t2jl ( A ， e)m(dA;a, {>)， 
m(dA; a, a) = m(dA;a) ^ 0. (31.20) 



94 第 3 幸平稳过程 


m ( dA ; a ，6) 就是 a , &的正定的双二次形式.又由 u 的不变性(31.19)，便知 
m 也具有不 变性： 

m(g - d\;ga,gb) = m ( dA ; a , b). 

由此就得出表达式 

m(dX;a,b) = ^ aibj \6iOj^6m\ ( dr ) 

+(5 ij - 0 i 6 j ) d 6 m 2 ( dr ) + m 0 ( dA )]. (31.21) 

此处 r = | A |,0 i = Ai /| A |, d 0 是单位球上的球面元素， mi , m 2 是 （0, oo ) 上的 
有界测度， mo 是只分布于 A 空间的原点的测度.反之,若由形如 (31.21) 
的 m 和 (31.20) 来定义 u ， 便知这是对应于各向同性湍流的 a 
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§32条件概率 

考虑概率空间 n ( B , P ). 设历为 B 的子 Borel 集合体.对历可测 
的集或函数自然对 B 也是可测的，但反之未必成立.次设4为事件，即对 
B 可测的集.按照 Doob 的说法，可将4关于历的条件槪率 (conditional 
probabiUty ) P (> l / J B 1 ) 定义为满足下列条件的 w 的实函数 PiA / B ^ u )： 
( C .1) 对氏可测（故当然是 f 2( B , P ) 上的随机变量). 

( C .2) 若 5 为扔的可测集， gPB € J ? i , J 0 IJ 

P ( A - B )= f PiA / B ^ Piduj ). (32.1) 

Jb 

利用 Radon - Nikodym 定理可以证明上述的 P { A / B x ){ u }) 是唯一存在 
的（除零测集外).因若将 P ( A - B ) 看成为关于5的集涵数,则它是 
上的有限测度，并由 P(A B )^ P ( B ), 知它关于 P (精确些,限制在历上 
的 P ) 为绝对连续，故满足（32.1)，对可测的函数除在零测集上外是 
唯一的. 

因易使人怀疑上述定义与通常所定义的条件概率究竟有何关系，故 
就此略加说明.设将分成为有限或可数个互不相交的可测集之和，即 

n = B x + B 2 +-- (32.2) 

将中若干个 （0 个，有限个，无限个）集的和的集的全体表为 
氏，则历显然是一 Borel 集合体.此时对氏可测的函数 PiA / B ^ u ) 
分别在历，此，…上各取常数值 ax , a 2 ,-.-, 故在 （32.1) 中，若以玖代 i ?， 
则得 

P ( AB i )= a i P ( B i ), 

亦即 = P ( A - Bi )/ P ( Bi ). 

故得下式 
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P(A/B!)(u)^P(A- Bi)/P(Bi), ueBi. (32.3) 

通常 P{AB)/P{B) 叫做在条件 S 下的4的概率,并记为 
利用这一记号， (32.3) 变成 

PiA/B^iu) = P{A/Bi), u€Bi. (32.3') 

由此就显示了 Doob 定义与通常的定义的关系. 

次设为一随机向量,其值域为 R A ( B A ). 设历为 { x ~\E)!E€ 
B a } .当: rM 的坐标为 AM 时，可以认为历是由形如 

X\(u) < C 

的集所产生的 Bore l 集合体.由于 rMb 71 ) 上（丑勹可测函数 P 可写成 
咖 M) 的形式，故由 PM/BD 对历可测的条件，可将 （32.1) 写成 

PIA- x~ 1 (E))= I y>(x(u;))P(dw). 

Jx-HE) 

若令 x 的分 布为匕 则因仄= P. ar 1 ， 故得 

PiA-x-^E))^ [ <^(0^(d0- 

Je 

上式左边可看成五 e bz 的函数，它是一测度，且因 P(A - x-\E)) ^ 
P(x-\E)) = P X (E), 故它是关于尺绝对连续的测度•因此，以上条件唯 
一地决定了 ^(0, 此即 Kolmogoroff 所定义的条件概率/^/工 = 0•前 
面 Doob 所定义的 P{A/Bi)(u) 就是将 x(u;) 代入 p(0 中的 C 而得的随 
机变量，以后简写为 P(A/x). 

例设: r，!/ 为两个实随机变量，并设其联合分布有密度 /(《，W， 则 
Kolmogoroff 条件概率为 

P(y eE/x = 0 = J E j vW 

由此可得 Doob 条件概率为 

P{ye E/x) = S{Xyri)Ai)j f(x ， v)dri. 
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§33条件数学期望 

条件期望完全可以和条件概率并行地定义.设 yh) 为实（或复）随机 
变量，并设 


E \ y \ < oo . (33.1) 

与上节一样，设历为 S 的子 Borel W . 对任意可测集定义 

E ( y , B ) = J B y(u)P(du). (33.2) 

y 对于历 的条件期望 Eiy / B ,) 定义为满足以下两个条件的 u ; 的函数 
Eiy/B^u). 

(E.1) 五 (沒/氏咖）对氏可测. 

(E.2) 对任意 B e B u E ( y , B ) = EiEiy / B ^ B ). 

这样的 Eiy / Bx )^) 必存在，且除 P 零测集外是唯一的,这可与条件 
概率的情形一样，利用 Radon-Nikodym 定理来证明. 

若设4的示性函数为 X+), 由于五心/氏）与 P { A / B ,) 一致，故 
条件概率可看成条件期望的特殊情形.下面叙述有关条件期望的性质，由 
此亦易推出条件概率的性质. 

(i) 若 2 ： 对氏可测，且丑 |i/| < oo, E \ yz \ < oo, jS(J 

Eizy / B ,) = zE ( y / B 1 ). (33.3) 

因此，如 Z 为 Af e 历的示性函数，则对任意 B € B u ^ 

E { zy ) B ) = E ( y , M ■ B ) = f Eiy / B ^ Pidu ) 

JMB 

= / z ( u ) E ( y / B l )( u ) P ( du ). 

Jb 

并由咖)五以/氏)(0；)对艮可测，得 

E ( zy / Bi )( u ) = z { u ) E ( y / Bi )( u ). 

再注意 (33.3) 的两边关于 z 是线性的，由此即推出对任意的 A (33.3) 均 
成立. 
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( ii ) 若负 C B 2 , 则 

E { y / B x ) = £；(^( j // B 2 )/ Bi ), (33.4) 

因若 S e 则显然 5 e B 2 , 故 

E ( y > B ) = E { E ( y / B 2 ), B } 

= E { E ( E ( y / B 2 )/ B 1 ); B }. 

故关系式 (33.4) 成立. 

( iii ) ia y = C!yx + am ( ci , c 2 为常数)， E \ Vi \ < oo，i = 1，2,则 

Eiy / Bx ) = aEiyjBx ) + c 2 E ( y 2 / B l ). (33.5) 

( iv ) 如 yn — » ， |j/n| < 名，五 M < 00, 贝 ! J 

Eivn / Bi ) E { y / B x ). (33.6) 

注意 1 以上关系除 一 P 零测集外皆成立. 

注意 2 若 z 为任意的随机向量，则与 P ( y 4/： r ) 同样可以 定义五 ( y / a ；). 

§34 鞅① 

鞅 ( Martingale ) 在概率论中是一个非常重要的概念,但在本节中只叙 
述与本章有关的内容. 

^ x u teT ( T 为实数集)，为一随机过程，且 E (\ x t \) < 00 ,设对每一 
< € r 有一 Borel 集合体 B t (C B ) 与之对应，且设 
( i ) 如 s < *, 则 c 
⑼对所有 ter , A 对琢 可测； 

间）如 《<<， JillJ E { x t / B a ) = XS 以概率为 1 地成立. 

此时称{々}关于 { B t } 为鞅. 

如条件 （ iii ) 换为 

(诅，)若⑷，则五“以概率为1地成立， 

就称{❼}关于 { B t } 为半鞅 ( Semi - Martingale ). 鞅是半鞅的特殊情形. 
试述半鞅的性质. 首先,下式 成立： 

①此节可参看丄 L. Doob, Stochastic Processes, 1953, 第 7 章 §11. - 校者注 



§35 转移概率 99 


如 s < f , 则 E ( x a ) ^ E ( x t ). 

此式易由（此）导出. E ( x t ) 既然对 * 单调不减，故至多除在可数多个点外’ 
均为连续. 

定理1设 r 为区间， x t , t € T , ^ B t ( teT ) 为半鞍，且 E ( x t ) ^ 
续.若 A 为可分,则几乎一切样本函数^仅有第一类不连续点，且对每一 

t ， 有 、 

P ( x t -o = x t = x t + o ) = 1- (证略） 

§35转移概率 

设 il 为具有第二可数性的紧致的 Hausdorff 空间，因而丑的拓扑可 
由距离决定.令为含丑的一切开集的最小 Borel 体. 

函数 P ( t ， a ;， J ?)， 其中*为时间， t ^0 ,xe R,E € B r , 如满足下列条 
件，则称为转移概率 (transition probability )： 

( T .1) 当固定时，关于丑是概率分布. 

( T .2)( 对 z 的连续性）对固定的 <，当 a ：— 吻时，测度 P ( t ，: r ，£) 弱 
收敛于 P ( t , x 0} E )-, 即对任意的连续函数/， 

[ f ( y ) P { t , x , dy )^ I f { y ) P { t , x 0 , dy ), xx 0 . 

Jr 

( T .3) (对 < 的连续性）对固定的: c ， 当 * — 0时，测度作，工，五）弱收 
敛于 S ( x , E )(= l,x € E ] = 0 ,x E E c ); 即对于任意的连续函数/， 

f f ( y ) P ( t , x , dy ) — f f ( y ) S(xM = f ( x ), t ^ O . 

Jr Jr 

注意，由 ( T .2) 可以证明，当固定 * 和£时， P { t , x , E ) 是 x 的 { B r ) 
可测函数.为此，只要证明对于 （ Br ) 任意有界可测函数/， 

tp ( x )= f f ( y ) P ( t , x , dy ) 

Jr 

关于: r 是 （ Bfl ) 可测函数即可.实际上，记具有这种性质的/的全体为衣， 
由 （ T .2) 知5包含一切连续函数.又由可测性的定义知 S 对极限运算不 
变,故任意有界 （ Bfl ) 可测函数皆属于 5. 
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注意上述各点后，再加上下面的 条件： 

( T .4) (Chapman-Kolmogoroff 方程） 

P(t + s , x , E ) = J^P(t,x, dy ) P ( s , y , E ). 

由上面的叙述可知右边的积分有意义. 

P ( t , x , E ) 的直观意 义是： 在最初处于 a : 状态的条件下，经过 t 时后 
转移到五状态的概率.因此 Chapman - Kolmogoroff 方程的意义是：为了 
经时间 t + s 后自 z 转移到五，先经 f 时后转入丑的某点 J /, 然后再经时 
间 S 后转入 E . 这个方程是对这种转移必然要求的条件. 

例1设丑为有限集.显然对离散拓扑 (discrete topology ) 而言 
满足上述条件.为了定义 P ( t , x , E ), 只要对点集 0/} 定义了五即可，记为 
P (*， a :， y ). 由 （ T .1) 得 

P ( t , x , y ) > 0, ^ P ( t , x , y ) = 1. (35.1) 

v 

( T .2) 显然成立 .( T .3) 变成 

P { t , x , y ) -4 = { V ' (35.2) 

(Q, x^y. 

当 t 固定时， ( P ( t , x , y ), x,y e R ) 可视为有限阶矩阵，记为 P t , 则 (35.1) 
表示 P t 的元素非负，且其各行元素的和为 1. 这种矩阵称为随机矩阵 
(stochastic matrix ). (35.2) 表示着 

巧― J (单位矩阵), < —0. (35.2') 

由矩阵乘法, Chapman - Kolmogoroff 方程变为 

P t+a = P t P a . (35.3) 

例2设 i ? 为实数集 R 1 加上 oo 的紧化空间.对: c e R \ EeR \ 
设 

P { t , x ， E ) = N t { y - x ) dy , N t ( x ) = 

再设 P ( t , oo , E ) = 6( oo , E ). 

( T . l ) 显然成立.试研究对于: r 的连续性 .： ro # oo 时,对于连续函数/, 
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J f ( y ) N t ( y - x)dy= J f{y + x ) N t ( y)dy 

- j f{y + x 0 ) N t { y)dy = J f { y ) N t {y - x 0 ) dy , 

(因 / 在紧空间 A = R 1 U { oo } 上连续，故有 界). 当 ; tq = oo 时，对所有的 
y 可得 /(y + s) — /(oo) (x oo), 故与上式同样可得 

J f { y ) N t (y - x)dy -» /(oo) = J f ( y ) S ( oo , dy ). 

对于 f 的连续性可导出 

J f{y)N t (y - x)dy = j f(x + Vty)Ni(y)dy ^/(x). 

Chapman-Kolmogoroff 方程在 1R 1 中可由正态分布的性质 N t+a = N t * N a 
导出，在 oo 处则显然成立. 

例 3 设 [0, oo ], 并设 P { t , x , E ) 由下式 定义： 

P ( t , x , E ) = j [ N t {y - x ) + N t (y + x)]dy,x G [0,oo),E c [0, cjo ), 
jP ( t ， oo ， E ) = 5(oo, E ). 

容易验证， P ( t ， x ， E ) 满足上述四个条件 (T.1)-(T.4). 

注意利用 （ T. 4 ) 可自 （ T. 3 ) 推得（参看 §370: 

(T.3') 对固定的 a;, 当 < — to 时， P { t , x , E ) 弱收敛于 P ( t 0 , x , E ). 
由此可见为何 (T.3) 可表达对 t 的连续性. 

§36伴随转移概率的半群与对偶半群 s 

利用前节的记号，记在丑上的连续函数的全体为 c . 对通常的线性 
运算来说， C 是线性空间，賦与范数 || / ||= mBx \ f ( z ) lxeR , 则它可看作 
可分的 Banach 空间.今定义> 0) 如下： 

T t f ( x ) = / f ( y ) P ( t , x , dy ), (36.1) 


①关于本节和下节，可参看关肇直编的 { 泛函 分析讲义》，高等教育出版社， 1958, 第 4 章 . 

——校者注 



102 第 4 幸 Markoff 过程 


则由 (T.2) 可知,如/ e C, 则 r t / e 且乃 可看做 C 中的线性算子. 
利用 （ T.1) 可得 

r t 彡 0, 即如 / > 0, 则 r t / 彡 0 ， (36.2) 

T t l = 1, (36.3) 

因而 

||r t ||=sup{||T t / IUI/IK 1) = 1. (36.4) 

由 （ T.3) 得 

T t f ( x ) — > f ( x ), x £ R,t 0. (36.5) 

因 C 的共轭空间 CT 为上的（有符号的）测度空间，故 (36.5) 式变成 
r t — /( 弱 ）（J 为恒等算子). （ 36.5') 

亦即对任意的 /6 C ,// eC *, 上式等价于 

由 (T.4) 可得半群的性质 

T t T s = T t+s . (36.6) 

—般地,对于可分 Banach 空间 E 上的有界线性算子族 r t ，t > 0,如 
有性质 

II T t |K 1, K —/( 弱)， T t T a = T t+a , (36.7) 

则称此族为五上算子的半群,或简称为上的半群 ( semi - group ). 

上述 C 上的算子族 U > 0, 亦满足 （ 36.7 )， 故此族是 C7 上的半群， 
称为伴随 P(t,x,E) 的半群. 

其次，对 / xecr , 定义 


T:ft(E)= f P(t,x,E)n(dx), 

Jr 

(36.8) 

于是由 ( Ki ^，; r ， 五 ) 彡1，得 


l|r t >Nl/i||, 即 m<i ， 

(36.9) 
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此处 || /x || 是的全变差 (total variation ). 注意到 

( Ttf , n ) = ( fXf ^)= f f f ( y ) P ( t , x , dyHdx ), 

Jr Jr 

可见 r t * 是 r t 的共辄算子，故记号 T t * 是合理的.由 Chapman-Kolmogoroff 
方程得 77 r /=77 +a .又 

(/，!>) = (r t / ， /i) — (/,/x),/e c,nec\ 

因 c 不等于 (cr, 故不能导出 r t * 4 r (弱 )(/ •为 c- 上的恒等算子), 
但因它是与此相似的条件，故称为 r t * — r (泛弱). 

综合上述得 

II T ； IK 1, 7； — r (泛弱)， r ； T ； = r t v ( 36 . 10 ) 

因 CT 不是可分的,而且上述第二条件与 (36.7) 的第二条件稍有差异，故 
不能说> 0 ) 是 cr 上的半群，但因比较近似,故称为伴随 P ( t , x , F ) 
的对偶半群 （dual semi - group ). 

§37 Hille-Yosida 理论 （1) 

设£为可分 Banach 空间， r t (* > 0) 为其上的半群.在前节 (36.7) 中 
只要求 r t — /( 弱),但利用其他性质后，可得 

IITJ -/ H 0, 即乃―/(强) ® (37.1) 

要证明这个性质，需要用到 Dunford 定理 （ Ann . of Math ., 33, 1932, 
pp .567 〜 573), 故证明从略.由 (37.1) 还可得到 

\\ T t f - T a f \\^0 (t ^ 5). (37.2) 

为此，设 u = min ( t , s ), v = \ t - s \, 则得 

\\ T t f - T a f HI T u ( T v f - f ) 


由此可知 (37.2) 的收敛对 s 是一致的,故 T t / 对*为一致连续. 


①参见关肇直编的《泛函分析讲 义》， 高等教育出版社，1958, 482页.——校者注 
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Hille-Yosida 理论是关于半群的生成算子的理论.由于； T t (< > 0) 有 
群的性质 r t r s = T t+S , 因此有时虽未必尽知一切的> o , 但如知道 
U t < <5,此处5为任意小的正数，则对任意 <，都可求出 r t . r t (o < 
t <句称为半群 r t (i > 0) 的群芽 (germ). 为了给出 <5 — 0 时的极限性质, 
定义算子乂使 


(极限对范数而取), 


(37.3) 


A 称为生成算子 （ generator ). 使上述极限存在的/全体形成4的定义域 
_• 

显然 V ( A ) 为 E 的线性子空间，4为线性算子•通常 5)(,4 ) 与五并 
不一致，且4非有界.但为了易于说明，先对4 为有界且=五的情 
形作出形式的 计算. 设对于算子的范数而言，有 


A = lim 
no 


(37.4) 


Tt+s-Tt _Tg 


5 


当^— 0 时得 


dT t 

dt 

与普通数的情形一样，解上式得 


AT t . 


斗 E 雙 


考虑的 Laplace 变换 i ? 入 


R \= [ e ~ xt T t dt ( = lim - e -A »TiV 
Jo V n ^°° n ^o nJ 

由形式的计算得 

R \= f e ~ Xt e tA dt = r e -*( A ’- A ) 出 = (AJ - 乂疒 1 . 



因从 / S V ， 故 A 7 可简写为 A ， 
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即 it =屯幻满足 

(A - A)u = v, 


根据上述定义，称为 r t 的预解算子 （ resolvent ). 
留意上述各点，今试就一般情形加以严格论证. 
预解算子由下式 定义： 


(Rxf,^)= 

= re~ xt (T t f,n)dt, feE,fi€E\ 

Jo 

(37.5) 

亦可以定义为 



Rxf= r 

Jo 

e - T t M ( = n Umlf ； e -^ r ,/). 

A ;=0 

(37.50 

如上所述，因 r t / 对 

t 连续而且有界，故以上定义是可能的. 


II Rxf N f 
Jo 

\\T t f || dt^\\f\\ e- A Mt= JLIJ 1. 


故得 

II ||^ 

(37.6) 

即为有界线性算子. 

其次，再证 



R\ — Rfi — —(A — n)R\Rfi } 

(37.7) 


II 入丑入 / 一 / II — 0 ， A —► oo . 

(37.8) 


对于/€五， ae 五' 

(RxR^,ct) = e-^TtR^Mdt 
Jo 



e-^(r a /,T t V)dsdt 
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/ e~ At / e~^(T a+t Mdsdt 

lo Jo 

「 e - 脚 * 乂 °° e -w (T a f, a)dsdt 

「 e-^(T a f,a)ds 

-( A - p)a _ i 


eUd ) 


-dt 


■(A - n ) Jq 


-(入-"） 
(e- Xa -e~n(Tsf,cr)dt 


-(A-/x) 


[( Rx - R ^ M - 


|| \Rxf-fW< I" Xe ~ M II Ttf -/l|di= Te- || T f / — / || ds — 0. 

Jo Jo 

由 （37.7) 可知 A 的值域识 a 与 > 无关.实际上， 


〜/= 肺 + ( 入 - 抓 1 / e «入， 

故％ C 凡.将 A ，/ x 互换，则得 A C 牝，故凡=牝.因此识 a 可简写 
为汛 • 

Wa 显然为线性子空间，由（3 7 . 8 )得 

= E (“一” 表示闭包)， (37.9) 


即识 A 为 E 的稠密线性子空间. 

其次，试证 V ( A ) =乳先设/ G 沉因/ = P G 尽故 

T a f = T a R x g = J ^° e - xt T t+a gdt 

= e As J ^ e ~ xt T t gdt 

= e A * J °° e - xt T t gdt - e Xs e ~ xt T t gdt , 

Taf ~ , = ^ l ^ lR xg - e Xs - f e ~ xt T t gdt — Xf - g . 

S s s Jq 

故若 /eJH(/ = W) ，则 /e© ⑷，且 
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Af = Xf - g . 

注意 ： A - 4 是一一对应的，为证明这一点，只需由 （A - A )/ = 0能 
导出/ = 0 即可. 由 （A - 乂)/ = 0 得々 = A /, 故 

T a f = f + Xsf + o ( s ) = (1 + As )/ + o ( s ), 

|| / \\>\\ T a f ||= (1 + As ) ||/|| +—)， 

0 > As || / ||+ o ( s ), ^ || f || + o ( l ) < 0. 


由此即得 || /|<0,故 11/||=0. 

现在反过来证明，如果/ e 2) ⑷，则/ e 沉于是就得证 2) ⑷= 
由于/ e D ⑷，故 A / 存在,设= A / - 人 f ， 又设/ 0 = 由上半证明 

之末所述有 

Afo = Xfo - g , 


故 


( A - A ) f 0 = g = ( X - A ) f . 
因入为一对一的，故 


/ = /o = R \9 ^ 


总结上述诸结果，可知 55(^) = % 且如果/ e 2)(4( 因之/ = Rxg ), 
则 

Af = Xf - g . (37.10) 

A -.4 为一对一的，因此 

( A - A )- 1 = R x , 因而 RJ ^ X - A , (37.11) 


而且 

®(A) =^=E. 

若/ €幻⑷，则 r t / € 2)(.4), 且下面的生成方程 (evolution equation ) 
成立： 

^l = AT t f (= T t Af ). (37.12) 


因为，如 /£© ⑷，则/ =心故 
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§38 Hille-Yosida 理论 （ 2) 半群的构造 

上节中设半群已知而叙述了其生成算子的性质，以及它与半群的关 
系.设4为生成算子,则显然有 

( A .1) A 为线性算子，且_ =五. 

( A .2) ( A - A )- 1 定义于整个上，且 

|| ( X - A )- 1 (A > 0). 

本节的目的正与此相反，即要证明，满足上述两条件的4是某唯一半群的 
生成算子. 

首先，试由上列条件 证明： 

若 1乂 = - 乂) -1 ，则 || A / — / II — 0 (A — » oo ). (38.1) 

如 / e 2)(>1)，则 

/a/-/ = ( A - A^Xf -( A - A ^ iX - A )/ 

= ( A - A)~\Xf -( A - A )/) = (A - A )~ l Af , 
\\ hf ~ f \\ <|| Af || / A^O (A — oo ). 

对一般的 / € 五，有 

f = 9 + h , g G S )(>1), || h ||< e . 

由上述知 ||/ a5 -^ H0 . 

Whf-fHWhg-gW + Whh || + ||MI 

<11 hg -5 1)+2 ||/ i ||<||/ ap - p || +2e^2e. 
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故对一般的/也有 IIW -/ IH0 . 

由上节，如4有界，则: r t = 是以4为生成算子的半群.但一般说 
来，因>1不是有界的，故不能简单地得出这样的 结论. 现在先用 4 a = 4 /a 
来 代替克 如上所述, Ja 可看成恒等算子^的近似算子，故,亦可看 
成4的近似算子，且由 

= >1 • A • (A — i 4) _1 = (A — (A — A )) A(A — A) -1 
= A • A(A -4 广 1 -XJ = A(/ a - 1) 

可知 4 a 有界.今设 

T t (A) = e M \ (38.2) 

这就是所求的乃的近似半群.试证 if } 为半群.显然: Zf 》 — I , T t W • 
ri A) = T t { +\. || T t ^ ||< 1 的证明 如下： 

|| T t w || =|| e MA ||=|| e tA ( w) HI e~ tX e iXIx || 

= 1 - 
n 

其次，令 

T t = lim r / A) (38.3) 

A—^oo 

来求 r t ， 为此，有必要证明其收 敛性. 

首先注意 

( A - d ^)- 1 = ( li - 災) _1 (入 - VI )' 1 . (38.4) 

为此,只需证 

( A - A ){ ti - >4)( A - v 4) _1 (/ z - A ) -1 = I . 

由 

fi - A = ( fi - X)I + (A — A ), A - A = (A - n)I + ( n ~ A ), 

再注意 （A - A )- 1 和 （/x - ^)- 1 的值域分别落入 A — 4和 p 4的定义 
域内，故只要作些形式的计算即得证•由 （38.4) 直接可得 


(38.5) 
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(回忆= A(/ a - /).) 由此可知 r t (A) ， 7； (/i) 能与 A x , Afi 中任一个互相交 
换.又由得 

空=心 ， = 

故若设 /t = T t w f- T t w f, 则得 

^ = A x T t W f- A^f = A x .f t +g t , (38.6) 

其中 

9t = (^a - A tl )T t M f = T t M (A x f- A^f). (38.7) 

用解普通微分方程同样的方法解 （ 38.6), 得 

A = 乂 e ( t _ s ) i4A g.,ds + f 0 = j e^~ a)Ax g s ds 
= f\% 8 d S . 

Jo 

故 II A IK 广 II T^ 8 g a || ds < f II g a || ds ^1! A x f - A^f || -t . 因此，若 

Jo Jo 

/ e ® ⑷ ，则杰 / - A M / = (J A - I M )Af — 0(“ — 00). 故当 “ 4 00 
时，对有界区间内的 f,/ t = T t w fH —致地趋于 0( 广义的一致收敛). 
至于对任意的/，则取与/接近的5 e ® ⑷，并注意 

II T t W f- T 严 f IK 2 II /-p || + || T^g- T^g ||, 

可见 7f ：»/ 对于 * 仍为广义的一致收敛.设其极限为 r t /, 易证 7i 为五 
上的半群.今证 r t 的生成算子2与原来的 a 相等. 

对于/ e 2 ) ⑷ ，有 

T t w f -f = f Q THfds = j: T a Wl x Afds. 

由于 

II T^hAf- T a Af || <|| T^I x Af- If U/ || + || T a Af- T^Af || 

<11 hAf-Af ||+ || T a Af- ||— 0 

(在内为一致收敛)， 
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故 r 

T t f - f = / T a Afds . 

Jo 

由此得 

即 / e 3)(1), 且 1/ = Af . 

这表示 Ad A. 由上节所述 ， （A - A)- 1 存在，又由关于 A 的假定，可知 
( A - A)- 1 也存在，故由 13 >1 可得 ( A - I)- 1 D ( A -4)- 1 .又因 ( A - A)- 1 
为定义在整个五上的算子,故 （A - Ay 1 = ( A - ^)- 1 ,故得2 = A 
以4为生成算子的半群的存在性已经证明，为证其唯一性，只要证 
明，若存在另一如此的半群则 I = 5 t .由于 S ㈤ 在 E 内稠密， T t ,S t 
有界，故只要对/ € 3)04), 证明 r t / = 5 t / 即可. 

f t (S t f-T t w f) = AS t f-A x T t w f 

= A x (Stf-T^f) + S t (I-Ix)Af. 

与解 (38.6) 同样解上式得 

S t f- T i X) f = [ T t ( -iS u (I- Ix)Afdu. 

故 

\\ Stf - T t w f ||^ i || ( I - / aM / IHO , A — oo , 

由此得 

S t f = T t f. 

注意由上述证明，可见条件 ( A .2) 对所有的 A > 0成立并非 必要. 
如对 A = A n — oo , 能使 ( A .2) 满足，则以4作为生成算子的半群 T t 唯 
-存在. 

§39 转移概率的生成算子 （ 1) 一般理论 

设户(^£；)为§35中所引入的转移概率.如§36所述，此转移概率 
对应于 c 上的半群 r t (t > 0). r t (t > 0) 的生成算子4称为转移概率 
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P ( t , x , E ) 的生成 算子. 若 fe 2) ⑷，则 

[ f { y ) P ( t , x , dy ) - f ( x ) 

Af ( x ) = lim -:- . (39.1) 

J no t 

下列三条件是等价的. 

( i )/€ S ⑷， 

( u ) ip t ( x ) = \[j f ( y ) P ( t , x , dy ) - /( x )] 当 f — 0 时，关于 a :— 致 
收敛， 

( iu ) ip t ( x ) 在 * — 0时,对每一; E 都收敛，且其极限关于 X 连续. 

⑴—⑼，⑴ —( iii ) 显然.因 V ? ㈤ 是 a : 的连绫函数，若⑼成立，则 
ip t ( x ) 的极限 Wa :) 也连续，并且||外 - 0,故/ e 5) ⑷. 今试由 （ iii ) 
导出 （ i ). 把使 ( Hi ) 成立的/全体记为氙对/ e 氙定义 

Af ( x ) = Um ^ t ( x ). 

显然 i / G C . 如 / G DM ), 则 f = Af . 故 A C A 注意 

A _ 1 为一一对应的，为证此,先注意若 /(： r ) 在 a : =吻处取最小值，则 

Af { x 0 ) = limy ? t ( xo ) > 0. 

为了证明 A - 1为一一对应的，只要证明 

(A - A)u = 0 —> u = 0. 

因 U 为连续函数,故有最小值 u ( xo ). 

u { x 0 ) = ^ i 4«( x 0 ) > 0) 故恒有 W ⑻彡 o . 

同样因（入- A )(- w ) = 0,故» 0,于是 ti ⑻5 0. 

由 Acl 得 A — AcA - A 因有逆算子（>二火) _1 (= _ Ra )， 并 
由上述知 (A - A )- 1 也存在，故丑 a =(入 - 4)- 1 C ( A - 1)- 1 .因的定 
义域为全空间 C 7, 故得 

( X - A )~ 1 = Rx = ( X - A )-\ IP A = A . 

故® = D ( A ), 因此 （ iii )— ⑴. 
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上节中已证明 Banach 空间的算子4产生半群的充要条件为 (A.1) 
及 (A.2). 下面将求特别是4为转移概率 P ( t , x , E ) 的生成算子的条件. 
定理1 A 为转移概率的生成算子的充要条 件是： 

(a.l) >1是 C 上的线性算子，且 ®04) = C, 

(a.2) A - 1 = 0, 

(a.3) 若 ueC 在 ar = :r 0 处取最小值，则 Au { x 0 ) ^ 0, 

(a.4) 对于 A > 0, (A - A)u = v 对一切 v eC 必有解 u. 

证明必要性易由定义及半群的一般理论推出，今只证其充分性.先 
证 （A - A )- 1 是定义在全 C 上的.由 （a.4) 可知，只需证明 X-A 为 —— 
对应，即由 Au =也能得 u = 0即可.因 u ⑷为连续函数，故取最小值 
u(x 0 )， 

u(x 0 ) = 1如(10)彡0 ( 由 (a.3)). 

故恒有 tiOr) 彡 0. 又因 X (- u ) = ^(-«),利用同样的论证得 -w(x) 彡0,故 
u ( x ) = 0. 

其次证 || (A - A )- 1 |K i 设 u = (A - 令 U (ar) 之最小值为 
w(a：o), 则 

v(xq) = (A - ^4)u(a ； o) = Au(xq) - Au{xq) ^ A«(a ： o). 


故 

u(x) ^ u(xo) ^ ^v(xo) ^ II U II • 

又因 (-—(A-yO-H-v)， 故 

-u{x) > -i II -t; ||=Mt ， 

即 

<X) ^j\\v ll, 

由此即得 

于是上节的 （A.1)、(A.2) 均已满足， 故 A 为 C 上某半群 r t (t > 0) 的生 
成算子. 
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试证 r t > 0,亦即如 u > o ( 即对一切> 0)，则； r t « > o. 为此 
先证 （A - ^)- 1 ^ 0,也就是说,设 （A - 乂) tx = %而 v 彡0,则 U 彡0.令 
u(x) 的最小值为 u(aco), 则 Au ( xq ) > 0,故 

Au(a ： o) = Au{xq) + u(x 0 ) ^ 0, 


亦即 


it ^ 0. 


故得 /a = A (入一 ^)- 1 ^ 0. 由此得 

T W =e tA, = e tX(I x -I) = e -tx e th =e -txj- 

故 

T t = lim T t (A) ^ 0. 

A—►oo 

其次，试证 7U = 1 .因 （A - 乂)| = 1( 参看 （a. 2 ))， 故 


i = (A — A)- 1 ^ r e~ xt T t - ldt, 
A Jo 


故得 r t i = i. 

因 T t f(x) 对每一 i，x 而言皆为 / 的线性泛函数,而且 
若/>0, W\ T t f(x) > 0, 

T t l(x) = 1, 

故由 Riesz 定理,可知存在概率分布 P(t，x，E), 使 

= [ /(y)P (亡 ，怎， dy). 

Jr 

p{t^E) 满足转移概率诸条件，可由 r t (f > o) 是半群而容易 导出. 
注意与上节 （ A.2) 同样, （a.4) 也只需对 A = A n — OC 成立 即可. 


§40转移概率的生成算子（ 2 )例题 


例1上面已看到，为有限集时，转移概率对应于一个矩阵的半群 
乃.这时 c 为向量空间，其维数等于中元素的 个数. 若将其中向量写 
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成列向量，则 r t / 等于 p t /， 因此矩阵的半群巧(< > 0) 可以看成伴随转 
移概率的半群.故生成算子4亦可看成矩阵，且 

A/ = liin^-^/, / € D(A). 

此时由 ©( A ) = C * 可得 V ( A ) = C •(因 C 7 为有限维)，故上式对任意/均 

成立，且 r-r 

A = lim 

t|0 t 

因: r t 彡 0( 此表示 r t 的诸元素均 > 0)，故若令4 =(叫)，则 

flii ^ 0 (i _ j ). (40.1) 

又因 7 U = 1(1 为所有元素均为1的向量)，故 A1 = 0,因此 

=0. (40.2) 

此二条件为必要，但亦为充分.为此，试验证上节的 （ a . l ) 〜 ( a .4) 成立 .( a . l )， 
( a .2) 是显然的.设向量 u 的元素中最小者为 u i() . 

(Au)j 0 = 0-i 0 j u j = a ioto u *o + a ioj u j 
j 3^0 

> a io*o 叫 o + ^2 ai o3 U io (由 （40- 1 )) 
j^io 

= 0. (由 （40.2)) 

此即表示 ( a .3) 成立.现证明对充分 大的' 

(入一 A)u = v (40.3) 

有解.形式地得 

u = (<\ — A) _1 « = A _1 (1 一令 ) r = A— 1 [1 + (_) + (_) +•••]«, 

为使上式收敛，只要令 A >|| A || . 事实上，对此种 A 可知上式右边确定而 
且给出 (40.3) 的解. 

例2 试求§35例2中的转移概率的生成算子.为此要利用§37中 


的 


©⑷ =艽 ARxf = XRxf~f. 
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以后用 a:, y ， … 表有限数，因 

Ttf{x) = J N t {y- x)f{y)dy, T t /(oo) = /(oo )， 

故 

R\f{x) = J Rx(y- x)f{y)dy, R x f(oo)= jf(oo). 

这里 

Rx(x) = J o °°e- xt N t (x)dt= ^ e -_， 

故 

Rxf(x) = J 去 e_ 麵- *l/(y)dj/. 

由上式可知 Rxf(x) 为二次连续可微，且 

(R x fy , {x) = 2XR x f(x)-2f(x), 

故 lim (Rxfnx) = 0 ,由此即得 

X —》00 

T)(A) CV = {g/ge C,g"(x) 连续 ， = 0 }， 

且对于 #(= R x f)e ⑷可得 

Ag{x) = 入 g(x) - f(x) = ^ 〃 (x) ， 如 (oo) = 0. 

今考虑使 2)(1)= V,Ag(x) = ^g f, (x),Ag(oo)=0 成立的又 显然 / 3 A 
次证 （A - A)- 1 的存在性 . 为此要由 Au = 1 推出 u = 0. Au = 如的解 
W 满足 

Aw(rc) = ^{x), 

即 

u(x) = ae^H- bQ~^ x . 

因 u(x) 有界 , 故得 a = b = 0, 亦即 u = 0, 因此， 

• (X-A^DiX-Ar^R^ 


故 


(A-I )~ 1 = (A-A)- 1 , 
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亦即 A. 

例 3 考虑 §35 中例 3, 利用与上例相同的论证，可知 S ⑷的元素 
/可由下列诸条件来 表达： 

/ GC , r ( x ) 连续 (0<X< oo ), 

存在，有限， ljm o f ff ( x ) = 0 . 
limr(x) = 0. 

且 

Af ( x ) = ^ r ( x ), Af ⑼=^/"(0+)， Af ( oo )= 0 . 

例 4 设 H 为以 mod 1 来考虑的实数系， （7 为定义于实数系上周 
《期为1的连续函数空间，以2?表 C 中之二次连续可微函数全体，且对 
/€2)，定义 

Af = f . 

试证4为某转移概率之生成算子，为此必须验证上节 （ a . l ) 〜 ( a .4) 满足. 
( a . l ) 〜 ( a .3) 是显然的.为证 ( a .4), 只要解方程 

入 W — v ! = v 

| 即可，此处 t ； 是周期为1的函数， U 必须自这类函数中求出. 

Ae _ Ax u ( x ) - e ~ Xx u '{ x ) = e - Aa : t ；( x ), 

(_ e - 〜⑷ = e-S ⑷ • 

因当 ;r = + oo 时, e ~ Xx u ( x ) 为0,故 

e _ Ax «( x ) = J e ~ Xv v ( y ) dy , 

w ( x ) = [ e ~ x { y ~ x ' } v ( y ) dy . 

Jx 

此解确能满足上面的方程，且由 

u(x + 1) = [ e ~ x ^- x -%( y)dy = r e - A ( v -*) l ,( y+ i) dy 
= u ( x ) (注意 + 1) = v ( y )), 
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故 u (: c ) 有周期 1. 

由上述得 

R x v ( x ) = J ^° e - x ( y _ x ) v ( y)dy = £° e ~ xt v(x + t ) dt . 

故 Ttv ( x ) = v(x + 1 ), 因此 

P { t , x , E ) = S(x + 1, E ). 

显然 x + t 亦是 mod 1 的实数 • 

例 5 设与上例同样为 mod 1 的实数系，且= «"/ 2 .因此災 
亦满足 ( a . l )~( a .4), 故4为某 P ( t , x , E ) 的生成算子.设_为二次连 
续可微函数全体， P ( t , x , E ) 由下式 给出： 

P ( t , x ， E )= f Nt(y~ x ) dy , 

Je 

N t ( x )= f ； AT t (x + 2 n ) = ^= f ： e -^. 

n=-oo VZJU n=-oo 

例 6 R 与上例中 一样. 令 = «'〃， 又令 ©( A ) 为三次连续可微 
函数全体，则此时不对应于转移概率，因为 （ a.3) 不成立.为证 （ a.3) 不成 
立，只需找出三次连续可微而周期为1的函数％它在零点取最小值，而 
且 u "' ⑼ < 0. 这只要取周期为1的函数 w ( a ;)， 使 w ( aO 彡0,并在 ® = 0处 
的展开为 

u ( x ) = ax 2 + bx 3 + • • • (a > 0,6 < 0) 

即可.例如，下面的函数就是此类 函数： 

u ( x ) = 2( sin 2 jix ) 2 - ( sin 2 jtx ) 3 . 

§41 Markoff 过程 （ 1) Markoff 性 

设是72上的转移概率. RRP 应满足§3 5 中的条件•转 
移概率 P ( t , x , E ) 的直观意 义是： 最初处于状态 a : 经过时间 t 后 转入五 
中的状态的概率.亦即，它给出了运动体系随时间变化的概率法则■今以 
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x ( t ) 表此体系在时刻 f 所处的状态 .： r ( t ) 显然是随机过程,从测度论的观 
点看来,应该写成 x ( t , u ), u € Q ( B y P ). 若设在 t = 0 时的概率分布，即初 
始状态 x (0, w ) 的概率分布为武则的有限维联合分布显然为 
P(x(0,a;) e Eo^x(ti,u；) G Ei,x(t2,u}) 6 E 2 , - - ■ ,x(t n ,a;) € E n ) 

= [ ^(d^i) f P{ti,^i,d^ 2 ) [ ^(<2 
J Eo •/ E \ J E /2 

f ^n-tn-l^n-l.dCn). (41.1) 

JE n 

这样的随机过程 x ( t , u ) 是否存在？设= R^°°\u = U ^ x ( t , u ) = u u 
则问题化为能否在上引进概率 P , 使 (41.1) 成立.^个可能性与实数 
情形 (Kolmogoroff 定理） 一 样可以 证明. 因为这样的 x ( t , u ) 本质上只有 
一个，故称它为具有转移概率 P ( t , x , E ) 及初始概率的随机过程.这类 
过程最初由 Markoff 所研究，故也称为 Markoff 过程 (Markoff process). 
x ( t , u ) 的概率法则（有限维分布）虽与初始概率$有关，但只要 讨论企 
为 S 分布 5(a ， 五） 的情形,则一般情形可由步 (da) 积分而得. 咖 ，五） 的情 
形就是 x(0,a;) = a, 亦即从状态 fl 出发的情形.这样的 Markoff 过程记为 
本来 w 也应写成 a ; ⑷， 但从前后关系看来容易明白,故省略.以 
后称 Markoff 过程族: r ⑷ (f ， w),a G 丑，为对应于 P ( t , x , E ) W Markoff 过 
程.概率论的目的是研究 d a ) ( t , o ；), 迄今有关转移概率及其半群的叙述是 
为此目的所作的准备. 

Markoff 过程 rr ( tt W ， uO 的概率性质中，特别显著的是 Markoff 性. 

⑴若以(必要时亦写为 B ^) 表示包含如下形状 
{ w /: r ( a )( s ， u ) G E }^ s ^ t,E E Br 
的 u ; 集的最小 Borel 体，则以概率为 1 地有 

P ( x^(t + u , u)E E / B t ) = P ( x ^ b \ u ) G E) b=xWM 

= P ( u , x ( a ) ( t , u ;), E ). (41.2) 

直观地说，若在 f 时的状态确定，则以后运动的状态与 f 以前的无关，好 
像从 t 时的状态出发一样，这种性质称为 Markoff 性.要证明上面的关系 
式，只需证明，若 M e 历 ，则 

P ^{ u / x^(t + u , u }) £ E } n M^j = ElP ^ x ^ it ^ lE ^ M }. (41.20 
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当 Af 为形如 

{( j / x ^ a ) ( ti , u ) eEl ,-- ■， x ⑷ ( t „， w ) € E n ], 0< ti < t 2 <--< t n <t 

的集时，由 (41.1) 立得 （41.2') •由于 (41.20 两边对 M 是可加的，故易证 
对所有的 MeB t 均成立. 

( ii ) 上述 Markoff 性可稍推广 如下： 如0 < Wl < u 2 < …< 则对 
MeBt 以概率为1地有 

P {* (a) (« + U !)€ E u x^(t + u 2 ) e 五 2 , • • •， a: ⑷ (t + u m ) e E m / B t } 
= P { x ^( Ul ) e E u x ^( u 2 ) £ E2 ,- .， a :( 6 )( u m ) e ⑷⑴. （41,3) 

这式可用与 （ i ) 同样的方法证明. 

( iii ) 再推广⑻.为此，引进若干记号.的意义如前所述 . 《 e 
別^^可以写成 n 6的形状，而&称为《的 f 坐标，并以⑹来表 

0^ t<oo 

示. B ( R ^)) 表示包含中形如 P ^ l { E){E g B r ) 的子集的最小 
Borel 体. 今设 z ⑷ (.， w ) 表示在以⑷卜)，即在办 0 ，°°)中取值的随机 

变量，且其第 u 坐标等于 z ⑷ ( t ， aj . 又设 xW ( f +-, a ；) 表示同样的随机变 
量，其第 u 坐标等于: r ⑷ + 

于是，对于5 e B ( R ^), 以概率为1的有 

P{^ a \t + .) e E / B t ) = P { x ( 6 )(.) e E) h=xW{ty (41.4) 

若 5 为形如 P -\ E X ) n p - l ( E 2 ) n … n P ^( E m ) 的集，则上式即为 （ ii ) 
中的 (41.3). —般情况可利用两边对三的可加性证明之. 

对应于上述诸性质，可得关于条件期望的下述性质. 

( iv ) 如/为有界 ( Bh ) 可测函数，则 

E { f ( x^(t + u ))/ B t ) = E { f ( x ^( u ))} b=xiaHt) . (41.5) 

若 f 是可测集的示性函数，则上式由⑴而显然成立.对一般的/，可利 
用上式两边对/的可加性来证明. 

( v ) 如/是 R ( B r ) 上的 n 元有界 ( B r ) 可测函数，则 

E { f ( x^(t + Ul ), x^(t + u 2 ),..., a： ⑷ (t + ^))/ B t } 
= E { f ( x w { ui ), x w { u 2 ),-- •, x ( b ) ( ti n ))}6=*«*)( t )- (41.6) 
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( vi ) 如/是上的有界可测函数，则 

E{f(x^(t+ -))/B t } = 五 {/( ： r( 6) (.))} &=ie ⑷⑴. (41.7) 

与由 （ i) 导出 （ iv) 的方法一样， （ v) 及 （ vi) 可分别由 （ ii) 及 （ iii) 导出. 

§42 Markoff 过程 （ 2 ) 样本过程的性质 

在§13中，已叙述过取实数值的随机过程的可分性.但因现在所考 
虑的随机过程取值于具第二可数性的紧致空间丑，故有必要重新定义可 
分性. 

定义在丑内取值的随机过程 e r ) 称为可分的，如果对于丑 
上任意的实连续函数 f,f(x t ) 是可分的. 

设 {/a} 为丑上一族实连续函数，若任意的连续函数能被{厶}中有 
限个函数的线性组合来一致逼近时，则 {/ A } 称为上的实连续函数的基 
( base ) •由于是具第二可数性的紧致空间，故知可数基存在. 

上述定义中，要求对所有的实连续函数， f ( x t ) 为可分，但实际上只要 
求对于基中的函数就够了. 

利用取实数值的随机过程的可分修正 (separable modification ) 的存 
在，可以证明取值于丑的随机过程也有可分修正.故不妨假定上节中定 
义的 Markoff 过程是可分的. 

定理1对可分 Markoff 过程: r ⑷⑴的样本过程，“对于所有的 f ， 两 
侧极限存在”的概率为 1. 且对每个 

P(x(t + 0) = x{t)) = 1. (42.1) 

证明对 /€ C 7，/ 彡0,考虑 

Y(t) = e~ xt 厂 e_ Aa ： T s /(a: ⑷⑴) ds 
Jo 

=e- At 乂 ' - 外 (/(x ， )))w )(t) d S 

= e- At /'-心码/卜 ⑷ (* + s ))/ B t } d S 
Jo 
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E { Y(t + u )/ B t } = 



e -心 五 {/(* ⑷⑷) / B t } d S ， 

e - Xa E { E { f ( x ^( s ))/ B t + u }/ B t }ds 
e - Xa E { f ( x ^( s ))/ B t }ds (..• B t+U D B t ) 
e - Xa E { f ( x ^( s ))/ B t }ds = Y ( t ). 


因此, F ⑺对历 (O 0) 是半鞅 (§34). X 

順 0} = ⑷ ( t ))} = e -於 I R x f ( x ) P ( t , a , dx ) 

= e _ A %J? A / ⑷. 

由于 re ⑷⑴可分，故 i ? A /( a : ⑷⑷）可分，因此可分,故利用§34定理 
1得 

P 剛 ) =1， 

这里 


a ( y ) = “对一切 <， y (t - o ) 和印+ o ) 存在” . 


因此 


p{a(i? A /(x^(-)))} = i. 

由于 XR x f ( x ) 当 A — oo 时一致收敛于 fix ), 故 

尸 {2 l(/(x ⑷ (.)))} = 1. (42.2) 

设 / n ( n = 1,2，...）为 C 内非负函数列，且分享 i 2 中不同的两点，则 

映射 

R3x-^ f(x) = (h(x), f 2 (x ), …） e ni°» II /« II] = K 


是连续一对一的.此处设 if 中的拓扑为弱拓扑.由于是紧致的 Haus - 
dorff 空间，故逆映射也连续,这个对应为同胚.因各个/„都满足 (42.2), 
又可数多个概率为1的集的交的概率也是1,故 

m/n(^(-))),n=l,2,...) = l. 
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由冗的弱拓扑的定义，有 

W/(^ (a) (-)))) = i - 

因为 oth / Oc ) 是拓扑对应，故 

酬工 ⑷ (.))) =1. 

定理的前半部分得到证明. 

于是，对 / jeC , 由 （41.5) 得 

E { f ( x ^( t )) g ( x^(t + u ))} = E { f ( x ^( t )) T u g ( x ^( t ))}. 

如果令 u 丄0,则有 

E { f ( x ^( t )) g ( x^(t + 0))} = 五{/( 2 ； ⑷⑴ )咖⑷⑷)}. 

因此，对于 x i ? 上的任意连续函数\有 

五{/^°)⑷,#% + 0))}=科岭⑷⑺，#)(*))}， 

特别地,如果令 h 为 R 上的有界距离函数，则可得 (42.1). 

对于可分 Markoff 过程 ar ⑷⑺， 若定义 

? (a) (<) = x^(t + 0), 

则由上述定理知， x ( a Ht ) 的样本过程至多只有第一类不连续点，而且以 )( f ) 
在弱的意义下 (§13) 与 a : ⑷⑷一致./(<+0)和 f ( t -0) 存在，而 f ( t +0) = 
/⑴# /(* - 0) 时，《称为/的第一类不连续点.因此，不妨假定 Markoff 
过程的样本过程至多只有第一类不连续点，以后总设这假定成立.又样本 
过程以概率1连续时,则称为扩散过程 （diffusion process ). 

§43 Markoff 过程 （ 3 ) 强 Markoff 性 

在§41中，已就 Markoff 性作了说明，即若已知在某时刻 f 的状态，则 
将来变动的概率法则与过去无关，而好像从 i 时所处的状态出发一样.这 
里 f 虽然是任意的，但它却是一个常数,下面将考虑 t 是随机变量的情形， 
并研究同样的性质能否成立.对于任意的随机变量 f 虽不成立,但可以证 
明，对于所谓 Markoff 时间的特殊的随机变量 r ( o ;) 是成立的. 
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定义 1 称 t = r ( a )( w ) 为 x ( a )( t ， u ;)(0 彡 t < oc ) 的 Markoff 时间 
(Markoff time ), 如果 t 是取值于 [0, oo ] 中的随机变量，而且对于任意的 
t > 0, 

{ w / t ⑷⑼ <<}€ 历 (即 B [ a) ). 

允许 T = oo, 特别地，如果 P(t <oo) = l, 则称它为有限 Markoff 时间. 

前面对任意常数定义了 现在推广到 Markoff 时间而有下 

面的定义. 

定义 2 若 r 是 z ⑷ (t) 的 Markoff 时间，则以 B T (= B { T a) ) 表示包 
含所有形如丑 。 n {w/t 彡 a}, (a > 0 ，五 。 e B a ) 的 w 集的最小 Borel 体， 
并称为“由 z ⑷ (t)(t 彡 t) 决定的 Borel 体”. 

(i) 强 Markoff 性的最简单的情形如下 • 

设 r 为的有限 Markoff 时间，则 

P ( x {a) (t + r ) € E / B t ) = P {. x { b ) ( t ) € E) b = i (»)( r ) 

= P ( t , x ^( r ), E ), 


对有限 ( B r ) 可测函数 / Or ), 有 

E{f(x^(t + r))/Br} = E{f(x w (t))} b=x( a Hr y 

只需对 / 为连续函数的情形证明上式 • 此时,右边化为 Ttf(x^(r)). 
为了证明这 一点， 只要证对于 M € B t ， 

丑 {/(a : ⑷ (t + ti)); = E{T u f(x^ a \r));M}. (43.1) 

即可. 由于两边对 M 可加，故又只需在 M = E a n {u/a ^ t <P } 时证明 
上式即可.令 

ttni = Q ! + -(/3 - a ), r (n) = ow (在 a n , t-i 彡 t < o： n i 时). 
n 

显然 rW i r , 因而，由于 X^\t) 的右连续性（见上节）得 

2C ⑷ (t + u)= lim re ⑷ (T (n) + it). 

A = E{f(x (a) (r (n) + u)); E Q n{a^T< 0}} 

=f^ 芯 {/Oc (a) (a„，i + u)) ; n {a n ,i-i 《丁 < ««,»}}, 
i=l 
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由于 a < < 〜，故 E a ,{u/T < a „, i - i },{ w/r < a „, i } 都属于 

，所以 n {«„,<_! < r < Q n)i } 也属于 Baw . 因此 

n 

E { E { f ( x ^( a n<i + u ))/ B an .}-, E a n { a ^ ^ r < Q n>i }}, 

i=l 

利用 Markoff 性 

n 

= J 2 E { T u f ( x ^( a n , i ) y t E a n { Q nii _i < t < a n , i }} 

t=l 

= E { T u f ( x ^( r { n ) ))； E a n ( a ^ r </?)}. 

因为 r t /( a :) 与/⑷都连续，故令 n — oo 即得 （43.1). 

( ii ) 推广上面的结果得 

P{:t( 0 )(t + Ul ) € 说 ，…， : r ⑷ (t + 知） e E n /Br} 
= P { a ：^^( ui ) € 五1，…， X ^ b \ u n ) 6 £ n }6=*(«)( T )- 

更—般地，对5 e B ( fl [ 0 ，°°)), 

P { X ⑷ Cr +.) e e / b t ) = p { x ^(-) e s} b=xM{r y 
至于期望,则对办 6 , 00 )上的有界 （ B ( i ?【 Q ，°°))) 可测函数/，有 
E { f ( x ^( r +-))/ B T } = E { f ( x ^ m b = xl a Hr) . 

只需证明后式.若注意两边对于/是可加的，则只要对/是一坐标上的 
连续函数的有限积的情况证明就够了.这里只设/是两个函数的积，一般 
情形，可用同样方法证明. 

要证 的是：对于丑 上的连续函数 / i ,/ 2 及0 < <奶，有 

E { f l ( x^(r + 屯))/ 2 (舞 + u 2 ))/ B t } 
= E {/ 1 (^ b )( u 1 ))/ 2 ( a ： W ( u 2 ))} 6= x ( < o (T) . 

证明方法同 （ i ), 但这时要注意的是 

9i ( x ) = T U 2 - Ul f 2 ( x ), 92{ x ) - fi { x ) gi ( x ), g 3 ( x ) = T Ul g 2 ( x ) 
都是连续函数，且若 Sl < s 2 ，则 S si C B S2 ，因此 

E ( E (^/ B Si )/ B ai ) = E (-/ B ai ). 
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(iii) 利用强 Markoff 性，可得到下述常用的性质.设 t = T (a ) ⑼是 
re ⑷⑺的有限 Markoff 时间，令 

P°{t,a,dy) = P(x^{t) edy,r>t), 

Tff(a) = Jj(y)P°(t,a,dy), 

yj (o) (ds,dy) = P(r e ds,x (a) (r) e dy), 

^ a \ X , dy ) = J " e ~ x Mds , dy ), 

则 

RxM = E° x f(a) + f Rxf(y)^ a \X,dy), (43.2) 

JyeR 

T t f(a) = Tff(a)+ [ f r t _ a /(y)—)(ds ， dj/). (43.3) 

JyQR Js =0 

设 M 的示性函数为 c,(*)， 则 
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第 1 项 = 砥/⑷. 
第2项= f ；| e- Ar 

= £；| e - Ar £； 

= i ；| e- AT 

=e( e - At 


{ i°° e " At/(x(0)(r + t))df/BT }} 

r °° e - At £；{/0 r ⑷ + 


~ xt T t f(x^(r))dt\ 

l ^0 J 

= E { e ~ Xr R x /( x ( a Hr ))} 

=T f e- xt R x f(y)<p^(dt,dy) 
Jt=0 JyeR 

= / RxHy)^ a) (\,dy), 

Jy€R 


故 (43.2) 得证.若取 (43.3) 右边（关于 t ) 的 Laplace 变换,则得 (43.2) 
的右边，因而等于仏/⑷.由于丑>/⑷等于 r t /( a ) 的 Laplace 变换，故 
(43.3) 得证 • 


§44 Markoff 时间 


列举 Markoff 时间的性质以及例子如下. 

( i ) 若 ri , r 2 是 Markoff 时间，贝 ! J max ( ri , r 2 ), min ( Ti , T2 ) 也是 Markoff 
时间.因为 

{u/ max(Ti,T2) < i} = {w/n < t} n {u/t 2 < t}, 

{u/ min(ri,r2) < t} = {w/n < t} n {(j/r 2 < t}. 

( ii ) 若 n 彡 t 2 彡…都是 Markoff 时间，则 r = limr n 也是 Markoff 
时间.因为 

{ a ；" < o=un 

n m ^ ) 

( iii ) 若 Ti 彡 T2 彡…都是 Markoff 时间，则 r = lim r n 也是 Markoff 
时间.因为 

WIt < 0 = U^/ Tn < 
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(iv) t { u )) e i 是 Markoff 时间. 

(v) Dynkin 引理若 t 是有限 Markoff 时间，则 

/⑷ = -五 4/(x ⑷⑹ dt + 五 /(x ⑷ ( t ))，fe V ( A ). 

证明令 /u = A/-A/, 则 / = 

/(a) = R \ hx ( a )= f e ~ Xt T t h \( a)dt 
Jo 

= 厂 e - W °) ⑹ 

= E {io} +E {n =Ax+Bx - 

因为当 A — 0 时 ， /ia — - Af , 所以 

A \ —► — [ ^4/(3? ⑷⑷) dt， 

Jo 

B x = £ { e_AT / e_At/l A(a ； ⑷ (t + t))dt^ 

= E ( e - Xt j e ~ Xt E { h x ( x^ a) {T + t))/B T )dt| 

= 斗 - At 厂 e- At r t /i A (a; ⑷ (r))df } 

= £；{ e - A UA(a： ⑷ W)} 

= ⑷⑺)卜五 {/ Or ⑷ ( T ))}. 

(vi) 令 F 为 R 的闭集. a： ⑷⑷跑出 F 的时刻的下限称为 F 的最初 
通过时间 （first passage time), 记为 t f = r^ a) (u;).；E ⑷⑷在印以前处于 
尸上，在 r F 与 r F + e 间一定会自 F 跑出 • 在 tf 时$⑷⑴是否位于^ 
上尚不知道•若 X (o) (t) 在 t = T F 时连续，则 S ⑷ (TF) 处于 F 的边界（包 
含于 F) 上， tf 是 Markoff 时间.因为 

{ u/tf < t } = 

8<t 

= u w 料冰尸} 
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(这里 r 是有理数).由于是开集，且 x ^( S , cj ) 右连续,故后一等号显 
然成立.右边项是属于的集的可数和，故仍属于 

( vu ) 令 U 为 R 的开集 . t / 的最初通过时间 n ； 可与 t f 同样定义.特 
别地，令 x ⑷ ( t ) 为 R 上的扩散过程. 

根据 E 的拓扑性质,考虑由内部逼近 U 的闭集列 

Fi C F2 C • • • C F n C • • • —> U 

便得 

TFi < Tp 2 ^- ► U /- 

故由 （ vi ) 与 （ ii ) 可知, rt ； 也是 Markoff 时间. 

( viii ) 在上述 （ Vi ) 中，特别当 F 是一点 a 时，试考虑 r = •此 
为从 a 出发的2：⑷⑷最初离开 a 的时间，或者也可叫做停留于 a 的时间 • 
试求 r 的分布.设 

p { t ) = F(r > t ), 

利用 Markoff 性可得 

p(t + s) =p(t)p(s). 

实际上， 

p(t + s) = P { x ^ (u) = a, 0 ^ u ^ t + s) 

=_P (: r ⑷ (w) = a ， 0 彡 u 彡 *;a: (a )(t + w) = a,0 ^ v < s) 

= E { P ( x {a) (t + v) = o,0<v< s/B t ); x (a) (u) =a,0<«<t} 

= E { P ( x w ( v ) = a,0 ^ u < s) b=I ⑷⑷； a ： ⑷⑻ = a ,0^ u ^ t } 

= ⑷ (w) = a,0 ^ t; < s);a: ⑷ (it) = a,0 ^ u ^ t} 

= p ( s ) •淋 

因此，除去 p ⑴三 0 的情形，常有 p ⑻〉 0， p ⑺彡1，在后一情形， p (*) = 
e ~ xt {\ 彡 0) .当 A = 0时， p ⑴三1.当 A >0 时，当 t 由0增至 oo 时 p ⑴ 
由1减至0.当 p ⑷ = 0时，从 a 出发，在下一瞬时即自 a 跑出.亦即，无 
论 e 为如何小的正数,在0 < f < e 之间，总会有些时刻离开 a . 此时 a 称 
为瞬时状态 （instantaneous state), 或称为瞬时逗留点 • 

当 p ⑴三 1 时，则从 a 出发，永远不能离开 a. 此时称 a 为套点 （ trap). 
当 p(f) = e _At (A > 0) 时, r 的分布是指数型 （exponential type), t 称 
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为指数型逗留时间 （exponential holding time , exponential waiting time ), a 
称为指数型逗留点. 

下列四条件相互等价. 

( A ) a 是套点； ( B ) P ( t , x , E ) = S ( a , E ), t > 0; 

( C ) 乃 /⑷ =/ ⑷， t >0,/ GC ; ( D ) Af ⑷ = 0 ,/G S )(>1). 

( A )^ ( B ) ( C ) - ( D ) 显然.若假定 （ D ), 则对于 / € ®(4)， 因有 

T t f € S )( A ), He 

^^= AT t f ( a )=0, 

且得 T t f ( a )= f ( a ). 因积可=(7,故得 ( C ). ( C )—( B ) 显然.若假定 ( B ), 则 
P ( x ( a ) ( t ) = o ) = 1, <>0 

故/ >( rr ⑷ (*) = a ,* 为正有理数 )=1 .因为 z ⑷⑷右连续，故 P { x ^( t ) = 
a,t > 0) = 1,这表示 a 为套点. 

( ix ) 扩散过程没有指数型逗留点. 

证明 若 a 不是套点，则有/ G 2)(4 使 Af ( a ) ^ 0. 设离开 a 的 
最初时间为7■，则 r 是有限 Markoff 时间.因扩散过程是连续的，所以 
x (°>( r ) = a . 故由 （ v ) 中 Dynkin 引理推出 

/⑷二-射⑷-丑⑺十/⑷，即 ^( r )=0, 

因此 _ P(t = 0) = 1. 这表示 a 是瞬时逗留点 • 

( x ) 若 a 是 M (闭或开集）的内点，则 E ( rff ) > 0. 

证明若五沾)）= 0,则 P(rff = 0)=1 •因此 

P(a ： ( a )(0+) i = 1. 

然而 P ( x ⑷ (0+) = a ) = 1，与 a e 矛盾. 

( xi ) 若 a 不是套点，则有 a 的邻域 t /, 使对于6 e G E { r ^) 为一致有 
界.特别在扩散过程时，对任意 e , 可适当地选取 f /, 使£(4 6) ) < e , b € U . 
但后一性质对一般的 Markoff 过程未必成立. 

证明因 a 不是套点，故存在/ G 2) ⑷使 Af ⑷/ 0. 如有必要 
可取 -/ 而得 AT ⑷ > 0,因 A / 连续，故存在正数 a 及 a 的领域 t /， 使 
,4/(6) > a ， beU . 由上述 Dynkin 引理得 

/(6)<- 0 五(4 6) )+||/||，即 E ( r ^)^^(\\ f \\ -/(&)) < oo . 
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特别对扩散过程，有 xW ( t ^) € !7.由于/的连续性,/在！7中的变差可 
以限制得小于邮.故 f(x( b )(4 b) ))<f(b) + ae •由 Dynkin 引理得 

m <- ocE ( rP ) + ( f ( b ) + a e ), 故 E ( rjj b ) )< e . 

对一般情形未必如此，例如考虑指数型逗留点 a, 无论 f/ 取得多么 
小，古）总比 a 的逗留时间 t 大，且因五⑺ > 0,故不能使 尺(々)）小于 
E(r). 含有指数型逗留点的 Markoff 过程的存在性见后. 


§45 Dynkin 关于生成算子的定理 

前已 说明： “转移概率 P(t,x,E) ㈠半群 r t ㈠ Markoff 过程 a: ⑷⑷”， 
这个对应关系是一对一的 .r t 的生成算子4既叫做 P(t ， x,E) 的生成算 
子，又叫做 rc ⑷⑴的生成算子.利用 a: ⑷⑷来定义4就是下述的 Dynkin 
定理. 

定理1令 <7为^的领域 , t = t ^) .设 

(当 E(t) = 00时，令 Df(U) = 0). 则对 f e 3) ⑷有 

D /奶 — >1/⑷ ( U ^ a ). (45.1) 

又若当 J7 — a 时， Df ( U ) 逼近于 a 的连续函数，则/ e S)(A), 从而上面 
的 (45.1) 成立. 

Df(U) ^ 4/⑷的详细内 容是： 如取[/ 足够小，则 

\ Df ( U ) - Af ( a )\ ^ sup \ Af ( b ) - Af ( a )\. (45.2) 

b€U 

证明若 a 是套点，则 (45.2) 的左边为0,故成立.若 a 不是套点， 
则由于 r 是有限 Markoff 时间，故由 Dynkin 引理，有 

f ( a ) = 一 Af(o; ⑷⑹ d< + 丑 /(a: ⑷⑺). 

因 a 不是套点，故当 C7 充分小时，有 E( t ) < 00,又因 a 是V的内点，故 
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E(t) > 0. 由上式得 

rg 島 h 

乂 V/(怎⑷⑷) - #⑷陴 

<sup |A/(6) - Af(a)\ -» 0 (U -* a), 
b&u 

以©表示使 Df(U) 逼近于 a 的连续函数 / 的全体，对这样的/定 

义 limD/V) 为1/，由上述得 AD A. 现在指出入 -A 是-对应的 • 

为此只需由 iu = Au 引出 u = 0. 若令 u (: c) 的最小值为 tz(a)， 则由I 
的定义得 Au(a) > 0,故 Aw ⑷ > 0,即 u ⑷ > 0,且恒有 u ⑻彡0.又因 
A(—«) = A(—u ), 故 — u(x) 彡0,于是 u(x) e 0. 从而有 (A - A) -1 存在•又 
由 Ida 得 

(A-I)- 1 d(A-A)- 1 = /2a, ^(Rx) = C, 

故3变为等号=，因此I = 4故得® = S)(A). 

今将上述的 Df(U) 变成其他形式，设 

7rcr(a,d y )=P(®< a >(r)6di/). 

这测度的支撑点显然包含于 C/ c (尤其是扩散过程时,则包含于 U 的边界 
況 /) .有 

Df{lJ) = {^ Ma, dy)f(y) - f(a)^/E(r). (45.3) 

又为了改写 E ( t ), 引进记号 pWa) = E(r^)(aeU c W, 4 a) = 0, 因此令 

py ⑷ = 0). 

令 C/ C K 试证 

P v ⑷ = Pu(o) + j iru(a, dy)p v (y). (45.4) 

在上能取 ( B(Rt 0 '°°))) 可测函数 0v, 使 

4 a ) =^( x^(*)). 

为此，首先对闭集 F 令 

MO = inf{t/C(«) € F c ,t 为有理数 }， 
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则由 x ^( t ) 的右连续性与 F 是开氣得 4 a) = < Mar ⑷ (_))• 对开集 V ， 
取由内部逼近于此开集的闭集列巧 C 巧 C … — V ，并令 

< M 《）= lim 0 f „( O ， 

n—oo 

则得 4 a) = < M / a ) (0), 且 

4 a ) = 4 a ) + 4 a ) - 4 a ) = 4 a) + <mx ⑷ (4 a) + .))• 


考虑强 Markoff 性得 


E{r^) = £?( 4 o ) )+^ v ( x ( o ) ( 4 o) + .))} 

= E{r^) + E{E{M^ a \r^ + '))/Br^}} 

= 五 (4°)) + 

==£；(4 a) ) + £；{ f ；( r ? ) ) b=x(a)(T („) ) }, 


即 


PV ⑷=1>咖)+五 { Pv ( x (0) ( r 》 a) ))} 

= pt ； (a) + J pv{y)Tru(a,dy). 

由此得证 (45.4). 因为上述的 五 ( t ) 即 Pl ； ⑷，故 


E(t) =pv(a) 


J ^u(a,dy)p v {y). 


由此得 


nf(m= /7ry(Q,dy)/(y)-/(a) 

f7ru(a, dy)(-p v (p)) - (~Pv(a))' 
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(45.5) 


下面将应用以上数节的理论，来重新讨论§35及§40所列举的对应 
于转移概率的 Markoff 过程的例子. 

例 1 有限个状态的 Markoff 过程 （Markoff process with finite 
states ) 首先考虑 §35 的例 1( 或 §40 的例 1). 记号如前.但用 {1,2,••■,«} 
表示中的点.因为 xW ( t ) 的样本过程是从 i 出发,且是至多只有第一 
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类不连续点的函数，又所取的值只是 1，2,…， n , 故 x (<) ⑷必为阶梯函数. 
若自 i 出发，作如下 运动： 在长为 r 的一段时间内，停留于 i ， 然后转移到 
另 一 j , 再在此停留一段时间,又转移到另 — 因只由一点 i 所构成的集 
可以看作开集，故得五 ( T ) > 0,即 i 不能为瞬时逗留点 .故〗 或为指数型 
逗留点,或为套点.若为套点，则不论/如何， AfW 总为0,故得 

aij = 0, j = 1,2, 

若为指数型逗留点，则 P(r > t )= e ~^\ E ( r ) = l / K - 由此可证入和叫 
的关系为 

A, = = -flu- (46.1) 

为此，令 f 充分小，由乂的定义有 

p ( t , i , i ) = 1 + ant + o ( t ). (46.2) 

又由 T 的定义得 

p ( i , t , i ) = e - A < t + e ：. (46.3) 

此处 e 是曾离开 i 再回到原处，且在 < 时处于 i 的概率,此事件之出现至 
少需要二次跳跃，故其数量级至少为 0( t 2 ) (用强 Markoff 性可得到严格证 
明)•故 (46.3) 变为 

p ( t , i , i ) = l~^it + o ( t ). (46-4) 

以此与 (46.2) 比较即得\ = - o «. 由 卿) 的右连续性，可知飾)是 
从 i 经第一次转移后所处的新状态,故其值 ） 不同于《，其概率为 

_ P (; r w (t) = j ) = % / \ • (46.5) 

为此，考虑 

P { x W ( r ) = j , t < T } = J 2 P {* W ( T ) = < T < M . 

Ac=l 

对足够大的 n , 在[与 ir ，^ r ] (fc = l ， 2 ，...， n ) 中的任一个区间内发生不 
少于二次跳跃的概率非常小（因为 X ⑷⑷ 是阶梯函数，故在长为: r 的时 
间内的跳跃次数是有限的)，故 

= ^； pp )(*) = i , x «(^ r )= j } + o ( i ). 
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由 Markoff 性 

= 亡中， ， <<^r}p{x«Q =j} + o(l). 

fc=l 


p ( xW (D =j )= p OX +o Q ， 

故 

= y^c~ x * h ^ lT aij^ + no(S) + 0 ( 1 ) 

k=l 

一 [ e- Xit aijdt = ^-(1 - e _AiT ). 

Jo 入 i 

令 r — oo 即得 (46.5). 

于是, x ^( t ) 的运动如下进行.自 i 出发,经过指数型逗留时间（其平 
均值为 AT 1 = (E ay )- 1 ) 后,以概率 OijlK 转入 j . 如果一切％ = 0 (j # 

i )， 则 i 是套点.否则， 转入 j 后又同样地运动以转入另 一 ifc . 如一旦转入 
套点，则永久停留于其上. 

利用 Dynkin 定理，可立刻求出 （46.1) 与 (46.5). * 点本身可以视为 
逼近于 i 的开集.只需考虑 i 不是套点的情况.因已知在 i 的逗留时间 
丁 是指数型，故令其平均值为 Ar 1 后,其分布为 > t ) = .若令 
■ P ( a : ⑷ ( t ) = j ) 为巧，则这相当于 Dynkin 的 7 ri ；( a ， dj /) •故 

E - /(*) 

Af ( i ) = —― rn ——=1>内/⑺- Ai /( i ). 

Ai 

另一方面 

Af ( i ) = 53 ° y /0) - 

jjti 

二式比较即得 



此即 (46.1) 和 (46.5). 
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例2 Wiener 过程 令 B(t'u) 为 Wiener 过程，并令 B (0, o ;) 三 0. 
若定义 

x ⑷ (i ， w) = a + B(t,u}), 
a: (oo) (t,a;) = oo, 

则得 i? = R 1 V {oo} 上一族随机过程，它是以 

P(t,x,E) = N t (y - x)dy 

为转移概率的 Markoff 过程. 以后称此过程为由 Wiener 过程导出的 
Markoff 过程，或简称为 Wiener 过程，它是扩散过程. 

例3 以0为反射壁 （reflecting barrier ) 的 Wiener 过程对前例中 
的 x ^( t ) 定义 

y ( 0 ) ⑴ = | x (，|， ae [0, oo ]. 

此为与§35例3(§40例 3) 对应的 Markoff 过程，也是扩散过程 • 

例4圆周上的旋转考虑在周长为1的圆周上以速度1向正向旋 
转的运动.圆周上的点由 mod 1的实数决定，而此运动则由 

s ⑷ (t ， u ) = a + f (mod 1) 


决定，它是与 

P { t , a , E ) = 6 (a + t , E ) 

对应的 Markoff 过程（见§40例 4). 这也是扩散过程.若给定的初始值 
为 a , 则 I ⑷ (*， a ;) 等于 a + f(mod 1) 而与 cl ) 无关，此即所谓决定性的 
( deterministic ) 过程 • 

例5若以 mod 1来考虑 Wiener 过程(例2)，则得圆周上的 Markoff 
过程,称它为圆周上的 Wiener 过程.这也是扩散过程（见§40例 5). 

§47对时间为齐次的可加过程 

在上节例2中已说过， Wiener 过程可 看成丑 = R ^ ioo ) 上的 Markoff 
过程，这可推广到一般的对时间为齐次的可加 过程- 
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今设 y(t,u)(0 ^t^oo) 为对时间为齐次的可加过程， y(0,u) = 0 .令 
y(t y u) 的分布为少 t . 对任意 u > 0,这个分布就是 y (« + t , w ) -y(u，u>) 的 
分布.由可加过程的性质有 

^t+a = ^t* ^s- (47.1) 

^为无穷可分分布，其特征函数匀由 

Mz ) = e ^\ ] 

ip(z) = imz - + J ( e< * U_1 一 ] "f^) n ( du ) 1 ( 472 ) 

决定，此处 m 是实数, u ^ O , n 是满足 
f +0 ° u 2 

J ^ Y ^ jn ( du ) < ex ) (47.3) 

的测度. 

^Ma£R = R 1 V{oo } 定义 

® ⑷ (<， w ) = a + y(t,u), 

X^^tyU) = OO, 

则得 Markoff 过程,其转移概率为 

P{t,a,E)= ME{~)a), E(-)a = {^-a/^eE}. (47.4) 

若对此转移概率写出 Chapman-Kolmogoroff 方程,则得 (47.1). 

此 Markoff 过程的半群为 

Ttf(x) = j MM-)x)f(y) = J ^( dy)/(y + x ), (47.5) 

Fourier 变换的算子 5 定义为 

dg(z) = lim f e t2X g(x)dx, ^d^z) = lim / e izx dfi(x). 
^^J-n n -*°° J-n 

在广义函数的意义下取极限 ，5 是广义函数意义下的 Fourier 变换.对 
(47.5) 两边施 行衣得 

mm = = e 坤 (-*) 副 . 


(47.6) 
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施 f Fourier 变换后，可见此半群有极简单的形状.其次，对上式两边就 f 
施行 Laplace 变换.因 




(cos zu - l ) n ( du ) 彡0, 


故右边可以简单地施行 Laplace 变换，左边则因衣可与 t 的 Laplace 变换 
先后交换，故得 


又由 （47.6) 得 

即 


孤/⑷ = ⑷. 

^Af(z) = ^(-z)df(z), 


(47.7) 


5々⑷ = [-imz-p + J ( e-« w -l + Y ^) n ( d U )}5/ ⑷ •（47-8) 
由 Fourier 变换的性质得 


衣/’⑷= - iz ^ f ( z ), ^ r ( z ) = - z ^ f ( z ), 

^ SA u f ( z ) = ( e -,zu — 1 )衣/( 2 )，此处 A u f ( x ) = f(x + it ) — f ( x ), 

因此，若形式地求 (47.8) 两边的 Fourier 逆变换，则得 
Af ( x )= mf \ x )-^ f ,, ( x) + J ^ f ( x + u)-f ( x ) - / w ( dtt ). (47.9) 

欲求 V ( A ) 以明确地规定八则相当麻烦. 


§48生灭过程 

设有~团细菌，其个数按下述法则 变化： 设一个细菌在出时间内分 
裂为 2 个的概率为 pdf (相差一个髙级无穷小)，在此段时间内死亡的概率 
为 gdt . 并设不同细菌的死亡、分裂为相互独立.今设在时刻 t 有 ri 个，问 
在 f + d « 时将有多少？ Z 个分裂与 m 个死亡的概率为 

^ !(r ^- m)! _)%dfr(l - (p + 剌一― ' 
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除 （ A) I = 0 ,m = 0, (B) I = 1， m = 0, (C) / = 0, m = 1 三个情形外，此概 
率都是 df 的二阶以上的无穷小 . t + dt 时的细菌数在 （ A) 为 n, 在 （ B) 为 
n + 1 ，在 （ C) 为 n - 1 •故经出时后由 n 转入 fc 的概率 P(d* ， n ， fc) 为（相 
差一个高级无穷小） 

P ( dt , n, n) = 1 - n(p + g)dt, ) 

P { dt , n,n+1) = npdt , > (48.1) 

P ( dt , n,n - 1) = nqdt . J 

若一度为0,则永久为0,故有 

P(di,0,0) = l. (48.2) 


这样的随机过程称为生灭过程 (birth and death process ). 若稍推广 (48.1) 
而令 

P ( dt , n , n ) = 1 - ( p n + q n ) dt , 1 
P ( dt , n,n + 1) = p n dt , > (48.1') 

P ( dt , n , n - l )= q n dt , J 

也采用同样的名字.例如，随着 n 的增大，在食粮不易找到，分裂率降低, 
死亡率提高的情形下，自然地可设 

„ 、 P2 P3 ^ , Q2 03 (AR 0 a 

Pi > y > y > • • •. 91 < y < y < • • • • (48.2 ) 

特别当 e 0 时，叫做纯生过程 (pure birth process ), 当 p n 三 0 时，叫做 
纯灭过程 （pure death process ). 

若用所述的 Markoff 过程理论来处理这一过程，则存在着困难.因为 
现在状态空间是{0,1,2,3, - },它不是紧致的.简单的想法是，若添上 oo 
而再规定 


P { dt , oo , oo ) = 1 

是否可以？这样做未必可行，如何克服此困难，将在以后叙述. 

暂不顾这困难，与有限个状态时一样,可如下考虑这一过程：若自 n 
出发，经指数型逗留时间 T (其平均值为 (Pn+qn)- 1 ) 后，转入 n + 1或 
n - 1,其概率分别为 Pn/{Pn+Qn),qn/{Pn+Qn)- 然后从新的状态1或 
n + 1 同样地继续运动. 
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首先考虑纯灭过程.以后扣都设为正，此时，细菌数逐渐减少，其 
个数最后为0而灭绝.今试求灭绝时间 （extinction time ) 的分布，这是 
Markoff 时间，但不深究.自 n 出发,按 n — n -1 — n -2 - — 1 — 0 
进行,若设停留于 A : 的时间为％则灭绝时间为 

£n=T n + T n _i + …+ n ， 

其中都是独立的，并且各服从于平均值为 q^(k = n , n - 
1，… • ， 1) 的指数分布 F k ( t ) = 1 - e - W , 故 h 的分布就是其卷积.若求^ 
的平均值，则得 

E ( e n) = 五 ⑹ = ^9fc 1 <°°> 
k=l k=l 

因此 P ( e n < oo ) = 1,即不论从多么大的个数出发，迟早总会灭绝. 

为了决定 n , A :)， 记分布 F k ,-.,， F n 的卷积为 F k > n . 这显然是 r „ + 
r n _! + ••• + r fc 的分布， F k>n (t) 就是在时间 f 以前个数减到不大于 fc - 1 
的概率.因此,经过时间 * 后自 n 转移到 fc 的概率为 

P ( t , n , k) = F k+ i,n(t) - F ki n(t), fc = 0 ， l ， 2 ， ... ， n-l ， n ， 

这里 

Fo,n ( 亡 ) = 0 ， -fn+l,n(^) = 1* 

为了要使状态空间添上 oo 后紧化为 R , 除上述诸转移概率外,还必须 
合理地定义尸(*， oo , fc ), fc = 0,1，2,…， oo . 为此，对上的连续函数 f ( n ), 
必须使 

连续.因为除 oo 外，中其他的点都是孤立点，所谓连续就是要求在00 
的极限值与实际值相等.今特别取 f ( m )= S mk , 这函数对 fc 一 oo 是连续 
的,此时因 T t f { n ) = P ( t , n , k ), 故必须要求 

lim P(t, n , fc ) = P(t, oo , k) fc 一 oo . 

为求此极限试先求 lim ^ ooFb ⑷. F k , n ( t ) 是 4 + U -.. + 咋的 
分布函数（上标 n 表示自状态 n 出发)，而 …, 炫 +1 分别与 
丁1： 有相同的分布，故4+ 1 + +…+ Tfc n +1 也与 r ^ + 
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U... + 炫 同分布，故得 

F k , n+ i(t) = PKtl+< +l + -- + rJ ： + Ut) 

《尸 ㈨ +1 + ... + r fc n+1 0 

= PK + -- + rJ ： ^t) = F k , n (t)- 
故八 , „ ⑴是 n 的单调不增函数，记其极限为 Q ⑴ (> 0), 得 
P(t, oo, k) = Gk+i{t) - Gk{t). 

因此 

p(t, 00 , 00 ) = 1 - P{t,oo,k) 

k^oo 

m 

=1 — lim y^(Gfc+i(t) — Gk(t)) = 1 — lim G m+ i ⑷ • 

m — ^oo ■ ^ m — >oo 

k=0 

应区别两种 情况： 

(i) E ?fc 1 = 00 .因 Fk,n(t) l G k (t)(> 0 )， 故对 A > 0 有 

k=l 

re~ Xt G k (t)dt= lim ^ e- xt F k>n (t)dt 

Jo n ^°° Jo 

=Um i r e~ xt dF k>n (t). 
n—^oo A Jo 

因为分布八 , 《 (<) 是恿， F k+1 ， - -^Fn 的卷积，故 

= n lim ^ /°°e- At dF v (i) 

JO 

v=k v=k 

由于 EC 1 =00, 此无穷乘积等于 0. 又因 Gfc ⑷和八 ,„ ⑷对 f 都是单 
调不减的，故必有 Gfc ⑷ eO . 于是 

P(t,oo, oo) = 1 ,因此 _P(i ， oo, A:) = 0 ， k^oo. 

此时 oo 为套点，而上述的简单想法可行 . 
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( U ) ^ Qk 1 < 此时上面的无穷乘积恒为正，当 M 00时趋于1， 

故得 OC 

lim / e^ xt Gk{t)dt = -r- 
k—^oo Jq a 

由于 Gfc ⑷与⑷都对 t 单调不减，故得 


[ e~ xt lim Gk ( t)dt = 
Jo k ^°° 


A 


由此得 

lim Gk { t ) = 1- 

k — >oo 

因此 

P ( t , oo , oo ) = 0, P ( t , oo , k ) = 1. 

kj^oo 

故 oo 是瞬时逗留点，由 00 到有限点的转移是重要的,此时前述的简单想 
法不可行. 

上述两种情况都不能从有限点到达无限大，但在 （ i ) 中，在 oo 附近的 
减少程度逐渐变弱，故自然伸延后， oo 不能不成为 套点. 反之，在 （ ii ) 中, 
则越接近 oo , 减少程度越强烈，故即使在 oo 也不能不回到有限点.因为 
有限点为指数型逗留点，故若以 H 的点为横轴，时间为纵轴，绘出自 OO 
出发的样本过程则得图 48-1. 

下面考虑纯生过程.设 Pn > 0( n 彡 1). 
0当然是套点 •自 n (> 1) 出发，个数逐渐增 
加，若以 Am 表示从 n 出发增至 m (> n ) 所 
I 用的时间，则与上同样 


E ( T nm ) =^2 p~ l < oo . 



故从 n 可以实际到达 m . 若令 

fX^oo. 
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则自 1 出发（因之也可自 n 出发）在有限时间 r 内，可超过任何大的数. 
因此对适当大的 t ， 

P ( t , n , m ) < 1. 

m^oo 

故若想在丑= {1, 2,…， oo } 上定义 Markoff 过程,则应设 
P ( t , n , oo ) = 1 - ^ P { t , n , m ). 

mj^oo 

因 PG , n , m ) = 0 ,m < n , 故必须 

P ( t , oo , m ) = lim P ( t , n , m ) = 0. 

n—^oo 

亦即 00 是套点.以 r „ 表示自有限点 n 到达 00 所用的有限时间，则 

OO 

五 W = Ep ; 1 < 00. 
n 

这 r „ 是 Markoff 时间，称为爆发时间 （explosion time ). 

若令 

EPn -^00, 

1 

则 

1 too 

^ e - Ar nm j . = TT / e - xt e ~ tPv p u dt 

u=n 

= n(i + —^ —> 0 (m ^ oo). 

v—n P v 

令 Tn = lilUniTnm ， 则 E = (e -ATn ) = 0, P ( r „ = Oo) = 1, 即永远不会爆 
发，而 

P ( t , n , m ) = 1. 

m^oo 

与前同理可知 oo 是套点. 

对一般的生灭过程，由知，如的大小关系可产生各种有趣现象，•但 
从略. 
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§49扩散点 


设 x ( a ) ( t , ⑷为在丑内变动的 Markoff 记号及条件都同第4章. 

x ^( t , u ) 的样本过程只有第一类不连续点.令 t / 为的开子集.从 C / 内 
的任意点 a 出发的 a ^ a )( t , u ;)， 在 C / 的最初通过时间 r = 古）以前(包含 
t 在内)，如果以概率1为连续的，则此 Markoff 过程称为在 t / 内是扩散 
的.由连续性假定， x ^{ T ^) 位于 的边界 dU 上. 

如果在&的某一邻域内是扩散的，则称& e /?为扩散点.扩 
散点的集合显然是开集. 

—般地，算子 S 称为在; r 是局部的 ( local ), 就是指在: r 的邻域上，对 
/ = 5 的 /， P € X >(5), Sf ( x ) = Sg ( x ) 成立 • 

定理1 x ^( t , u ) 的生成算子4在此 Markoff 过程的扩散点是 

局部的. 

证明令 a 为扩散点.若令 a 的扩散邻域为 f /， 则包含于17内的 a 
的邻域都是扩散的.今设 / i , h e S ( A ); 且在 fl 的邻域 V 上 A = / 2 •由 
Dynkin 定理可得 


Afiia ) = Urn 


E ( tw ) 


若取灰使眾 C an V ； 则 a： ⑷ (nvO e C / ny ， 而且 Afi ( a ) = Af 2 ( a ). 


§50 Ray 定理 

考虑 i ? 上的 Markoff 过程 a : ⑷⑷ . i ? 的点 & 称为一维点，就是指存在 
b 的某一邻域与线段同胚.这可以看成是只与丑有关的性质，而与 a : ⑷⑷ 
无关.一维点全体显然是开集合.若6是丑的一维点，同时又是⑷的 
扩散点,则称6为的一维扩散点.这种点的全体也是开集合. 



§50 


令 & 为扩散点， t/ 为6的邻域.由于&是扩散点，所以不难想象，从& 
出发的 Markoff 过程 x ^( t ) 在充分短的时间内跑出 t/ 外的概率 U e ) 
非常小.断定此概率为 o(t) 就是本节所说明的 Ray 定理. 

定理1若6是:⑴的一维扩散点，则 

P{t,b,U c )^o(t), U 是 b 的 邻域. (50.1) 

证明由假定，&附近的点都是一维扩散点.因为卩越小则 i^， &， I7 e ) 
越大,所以只对 C/ 的点都是一维扩散点的情形予以证明•因为 b 有与线 
段同胚的邻域，故&的某邻域内的点可以由对应的线段上的点即实数来 
表示 .C/ 也可看成区间 («i,U2). 

若 (50.1) 不成立，则存在0, c > 0使 

p(t n ,b,U c ) > ct n . (50.2) 

现在令 rf) 为 a; ⑷ (*，o;) 初次从 Wl 跑出1/的时间.若 x ⑷ (f,o;) 永远停 
留于 t/ 内，或从 u 2 跑出 t /， 则定义= oo. 精确些说 就是： 令 t/ 的最 
初通过时间为#，若#< 00,则因V只由扩散点所构成，故 a^(rP) 
等于 t/ 的边界点 W 或叱.定义 

r W = | T u^ ^ xW(4 6) ) = wiW ； 

1 \ 00， 其他. 

以 U 2 代替 U1， 则可同样定义 r 2 (b) .由 （50.2) 有 

P(ri b Ut n ) + P(4 b) ^ t n ) ^ P(x^(t n ) e U c ) > ct n . 

所以或者 

尸 ri b) “)>》n 

对无穷多个 n 成立; 或者 

P(r^ 6) < t n ) > ^t n 

对无穷多个 n 成立.试证两者之一成立而由它导出矛盾.因为证法相同， 
所以只证后者.改用记号而将自下式导出 矛盾： 

P ( A b) ^ t n ) > Ct n , C > 0， t n i 0. 


(50.3) 
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若在6与 u 2 之间取 v ，则 

P ( A b Ut n )^ P ( r ^~ r ^( y )^ t n , r ^( y )^ t n ). 

这里斤 &) 是以 { n u y ) 代上面的 [； 后定义的 #). 

由强 Markoff 性 


=聊 2 1 r ^\ y )^ t n / BW ( y ))^\ y )^ t n } 

=E{P(4 y) < t n ) ； 4 b \y) ^ t n } ^ P(r 2 (y) ^ « n ). 

( rp ) 与 rf 类似，同样地对 [/ = ( Ul , W 2 ) 定义,只是以 y 代替 6.) 因而 
由 (50.3), 对6彡 y < w 2 得 


P ( A y) < t n ) > ct n , c > 0 , t n i0 . (50.4) 

若令 £ = ( u 2 - b )/ 4 (> 0),a = b + 2e R 


v(t w) _/ 怎⑷ (M ， t<r^\ 

池 )- i 增 U)， ㈣ 

则 y (0 的样本过程是连续的，且恒处于 [ Ul ， U 2 ! 内.故若取 s 充分小，则 
P ( a - e < y ( t)<a + e , 0 ^ t ^ s ) > ( 50 . 5 ) 

因为 y ⑷的样本过程在0 < t < s 上一致连续，故 


a „= P (对某一 k(kt n ^ s), y{(k - l ) t n ) < a + e , y{kt n )=u 2 ) -^0 
然而 


(n -+ oo ). 
(50.6) 


[s/t n ] 

OCn ^ Y . p ( a ~^< y ( t ) <a + £, 0 ^ t ^( k - l ) t n , 而且 y ( ht n ) = U 2 ). 

fc=l 

因 J / W 关于 B t 可测，故 

[ 5 /、1 

= S £ { p ( y ( t n )= ti2 /- B ( fc _ i ) tn ); a - e < t/(<)< a + e ,0<^( fc - l ) i n } 

As = l 

=[ E{P( T ^ b) <k) b=a;(a>((fc _ 1)tn) ; a-e<y(t)<a + e,0^t^{k~l)t n }. 
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x^{(k - l ) t n ) 在 {a - e < j / ⑴ < a + e ,0 ^ ( k - l ) t n } 上等于 

y((fe - l ) i „), 因而处于 （ a - e,a + e ) 内.因 (a - e,a + e ) C [6, u 2 ), 故由 
(50.4) 知 P (4 b) ^ t n ) b = xi a ){{k _ 1)tn) 大于 ci „. 

ct n P(a - e < y ( t ) <a + e ,0^ t ^( k - l ) i n ) 

k 

>^ ct n [ s / tn ] (n ^ 2). 

此与 (50.6) 矛盾. 

定理 2 设的开集 [/ 与线段同胚,并设 f / 所有的点都是扩散点. 
若令 F 为 U 的闭子集，则对6 G F —致地有 

P ( t , b , U c )= o ( t ). (50.7) 

证明如果扩大定理中 F 而缩小 f ； 时,定理能被证明，则此定理自 
然就成立了.故不妨设 C 的各点也都是一维扩散点，而且尸与闭线•/同 
E , 4 J = 由定理 1 

P ( t , b it U c ) = o ( t ), i = 1,2. (50.8) 

此处 o ( t ) 与 i 无关.利用强 Markoff 性，对 & i 彡& < & 2 ， 

P ( t , b , U c ) = / < pi ( ds ) P{t - s , b !, U c ) + [ — s ，6 2 ， C / c ) = o ( f ). 

Jo Jo 

这里的是⑴从跑出 (6 i ,6 2 ) 的时间的分布 • 

回顾定理 1 的证明，可见 

Pir ^ < t ) + P {^ b) < t ) = o ( t ), 

故如以 Q ( t ， b , U c ) 表 x ^( s ) 在时间区间0彡 s 彡 t 内到过 C / e 的概率，则 
上式左边为 Q [ t , b , U % 故得下面的定理. 

定理3 定理1和定理2对 t / c ) 也成立. 

§51局部生成算子 

称 Markoff 过程 x ^( t ) 在点 b 上有局部性,如对&的任意邻域 K 有 
P { x ^ b \ t ) G U c } = P ( t , b , U c ) = o { t ). (51.1) 
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根据上节的 Ray 定理, x ^( t ) 在其一维扩散点上有局部性. 

以下设在&有局部性. /(： r ) 在 z = b 的充分小的邻域 F 上连续而且 
有界时，若 

^\{J v p ^ b ' - /( 6 )} (si-2) 

存在,则说/ e 2)^4 6 ),并以4/表示此极限.因为在&上有局部性,故此 
定义与 F 的选择无关 . 有下列性质. 

( A b . l ) (局部性）若/ e V ( A b ) 且在6的附近(即某邻域上)/ =沒， 
则5 e 2)(4) 且 

Abf = A b g . 

( A b .2) (线性 ）若 f，ge 5) ⑷，则 af + fige 2) ⑷，且 
Ab{otf + /3 g ) = aA b f + /3 A b g . 

( A b .3) (正定性) 若在 b 的邻域上/彡/(&)，/€ 2)(戌)，则戌/彡 0. 
( A b .4) 若 / e 2) ⑷，则 / € 2)( 小)，且戌/ = Af ( b ). 

有了这些准备知识,就可以定义局部生成算子了. 

定义1设开集 C / 中各点均有局部性，由 

V* /. / mmbeUJeJ)(A b ), \ 

^ )= iv A bf M b eumm ) 

Auf ( b )= A b f,beU 

定义的算子 At / 称为 re ⑷⑷在 C 7 上的局部生成算子 (local generator ). 

前面已经看到，一维扩散点上有局部性，故在其上可以考虑 > U ， 且这 
时可把如下定义. 

定义2 Pu ( t , a , E ) = P { w / a ; ⑷⑷ € 五,而且 : c ⑷⑷ eU ,0^ s ^ t } 

^bf = Km * { 乂 P v { t , b , dy ) f { y ) - /(6)|. 

这个定义比较有用. 

两个定义的一致是由于 

| 乂 P 、 t ， b , dy ) f ( y )- 九 / Mt ，&， dy )/( y )| 
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^ sup |/| • 尸{对于0 《 s 彡 t , x ⑷⑷多 £/■}• 


由§50的定理3,后一概率是 0 的. 


§52 一维扩散点的分类 

一维扩散点的全体是开集合，而且可以表为至多可数多个连续分量 
的直和，并且各分量与实数开区间同胚.今取其中一个 I ,若 J 与 ( ri , r 2 ) 
同胚，则 J 的点可由 ( n , r 2 ) 中的实数表示. 

令6 G 厂则 x ^( t ) 在 0< t < r } b ) 中连续的概率为1•若 

P (对0 < * < 7^) 中的 x ( fc ) ( t ) ^ 6) = 1, (52.1) 

则称 & 为右通过点 (right translation point ). 

令 U 为含于 J 内的6的邻域.因恒有# < rf ，故若&是右通过 
点，则 

P(m < t < 7^) 中的 t ，: r ( b ) ⑴ ^ 6) = 1. (52.2) 

反之，由此条件可知&是右通过点.为了证明这一点，令 r 为 x (b) ⑷自 
b 跑出 [ b , r 2 ] 的最初时间.如此情况不发生，则令 r = oo , 7•是 Markoff 
时间. 令 h = min ( r , n ), 则 T n 是有限 Markoff 时间. 需要证明的是 
P(t < oo ) = 0. 因为 

P(r < oo ) = lim P(r < n ) = lim P ( r n < n ), 

故只要证明 P { r n < n ) = 0 即可.由 r 的定义， 

0 = P(r < n , 且对充分小的<， xW ( r n + t )^ b ) 

= P ( r n < n , 且对充分小的 + t )^ b ) 

= 珂 P { 对充分小的 + t )^ b / B T J ； T n < n } 

=^{ P { 对充分小的 M ( b ) ( t ) 彡 b }; r n < n } 

^ E { P { M 0 ^ t < 4 b ) ， x ( b )( t )> b }; r n < n } 

= P { r n < n ) (由假定 (52.2)). 



150 第 5 幸扩散 _ 

在 （ 52.1) 中，以 ®( fc )(t) < & 代替 x< b )(t) ^ b, 即得左通过点 (left trans¬ 
lation point) 的定义•与 (52.2) 同样,在此定义中/也可由 6 的任意邻域 
U(C I ) 来代替. 

既是左通过点又是右通过点的点，实际上就是套点.是右通过点但不 
是套点的点，称为纯右通过点.同样定义纯左通过点 . /中既非左通过点 
又非右通过点的点叫做正则点 (regular point ). 

左通过点、右通过点、纯左通过点、纯右通过点、正则点与套点各自 
的全体分别记为山,軋知， V ，小与山. 

虽然 j 与实数开区间同胚，但 J 与此区间的同胚对应却有好几种，今 
按方向把它分为两种.取 J 内任两点,按其所对应的实数大小关系而分为 
两种.这样的分类与两点的选择无关.关于同向的两个表示，左通过点和 
右通过点的定义是一致的，但关于逆向的表示，则需要左右互换.套点和 
正则点的定义则对任何表示都一样. 

⑴若令&为右通过点，则从右向左切6的概率为 0. 

证明 若令 t 为从右向左最初切6的时间，则 t 是 Markoff 时间（若 
不发生这种情况,则令 r = 00) .用自 （52.2) 导出 (52.1) 同样的方法,可证 
明 P(r < 00 ) = 0. 

( ii ) 对6 < a < 内所有的 a ， 若 

尸 { 对 0 < < < t >(°) 中的 ⑷⑴ > b } = l , (52.3) 

则6是右通过点. 

由假定，如果已给 t , 则对6 < a < r 2 , 

P { rj a) 或& 彡 a : ⑷ ( t ) < r 2 } = 1. (52.4) 

在 b 与 r 2 之间取 W2, 在 n 与 6 之间取 Vi, 在&与 U2 之间取 V2, 由 Ray 定 
理,存在随*而收敛于0的5⑷使得 

P { M 0 ^ s < t , x ( o ) ( s )€ ( ri , u 2 )}> l -5(<)<. 

这里可对 w < a < v 2 中的 a 共同取 5 ⑷. 特别对& < a < v 2 中的 a, 由 
假定 （ 52.3) 得 


尸{对0 t , x ^( s ) e [&, u 2 )} > 1 — J ( f ) • t . 
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因此 

P{x^\t)e[b,u 2 )}>l-S{t)-t, 

即 P(i,a, [ b , u 2 )) > 1 - 5{ t ) - 1. 

当 a i & 时，因 P ( t , a r )^ P ( t , b , .)( 弱收敛)，故 

P(t,6,[6,r 2 ))^l-<5(t)i, 

即 P{x^(t)e[b,r 2 )}^l-S{t)>t. 

故 

P { ri b) x ^( t ) < r 2 }^ l - S ( t)-t (52.5) 

又由 (52.4), 对 & < a < r 2 中的 a 有 

P{r} o) 彡 t 或 6 彡 x ^( t ) < r 2 }> l - S ( t)-t (52.6) 

若对任意给定的 t 能证明 

尸{对0 《 s < min ( Tj b )， t ) 中的 s,x (b) (s) € [&，r 2 )} = 1， (52.7) 

则令 t T oo 即知6是右通过点.为此,若考虑到，⑷在0 O < #中 
连续,则只要证明 

P {对》< 7 >( 6 ) 中的 fc(0 n )， x w (^j e [6,r 2 )| ^ 1 (n ^ oo) 

即可.利用 Markoff 性及 （ 52.5) 和 （ 512.6), 得 

上述概率彡(卜心)^)、〉 1- #) “ 1 . 

(ni) A r 是闭集合. 

证明设 bn e yl r ,6 n -» 6,只需证& € 4 r . 不失普遍性，可设 bn ] b 
或 U 

当 k T 6时，由 L e 4•及 ( i ) 得 

P{)^0 < t < if 0 中的 t ， a ;( 6 ) ⑷ e [6„, r 2 )} = l. 


令 n -> oo 得 
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P{MO ^ t < rf ) 中的 t ， a :( & ) ⑷ e [6, r 2 )} = l , 

这表明 

b e A r . 

当 u 时，由 e 戽及 ( i )， 对满足 a > &„ 的 a , 

P { 对 0 < t < T ) a ) 中的⑷⑴ e [6„, r 2 )} = l . 

故 

尸{对0彡 * < 十)中的 f ， a :( b ) ⑷ € [6, r 2 )} = l . 

因为 k I &，故上式对任意的 a > & 成立.由 （ ii ) 得6 e 戽. 

( iv ) A t 也是闭集，因此山也是闭集，但鳥是开集. 

§53 Feller 典范尺度 

由上节，一维扩散点的集合是开集，而且它的各个分量与实数区间同 
胚,因此,分量内的点可由区间 ( r u r 2 ) 内的点来表示.若只考虑其中正则 
点，则又得 ( n , r 2 ) 中的开子集，因而也是至多可数多个区间的直和.取其 
中一个区间或其中子区间，表以/ = ( ii , i 2 ). ( ii , i 2 ) 内的点都是正则点，称 
它为正则区间 (regular interval ). 

取 J 的子区间 J = ( h , j 2 ) 使7 C J . 包括端点在内，•/仅含正则点. 
取 a e 7，: r ⑷⑴自 a 出发，在到达九之前先到 j 2 的概率记为 3( a ; j 2 , ji ), 
在到达 j 2 之前先到达么的概率记为 咖; 九 j 2 ) ，则 

1 - 8( a ; j 2 t ji ) - «( a ; ii , i 2 ) 

是永停留于 *7 内的概率.下面的定理断定,此概率为 0. 

定理1 

( A ) a ) kh 上升到 j 2 时，^^ 2 ，力）从0连续地上升（狭义）到 1. 

(B) s(o; j 2 , ji) + s ( a ; ji , ji ) = 1. 

证明 分为五步. 

( i ) 当九 < a < & < 时， 

s ( a \ j 2 i ji ) = s ( a -, b , ji ) s { b -, j2yji ). 


(53.1) 
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s ( a - J 2 Ji ) 是从 a 出发，在 到达九 前先到达 j 2 的概率,则这种情况的发 
生应 是：从 a 出发,在到达力前先到达6, 其次从 b 出发，在到达力前先 
到达知 考虑 xM ( t ) 在到达 h 前先到达&的时间 t (若不发生这种情形， 
则令 t = 00 ), 因为这是 Markoff 时间,故利用强 Markoff 性，就得 （53.1). 
( ii ) 若 < a < j 2 , 则 


0< s ( a ; j 2 , ji )< l . (53.2) 

为证此,先设有满足 s ( a ; j 2 Ji ) = 0仏< a < j 2 ) 的 a 存在,将由此导致矛 
盾•令在 a < K j 2 中且使 s ( a ;6, ji ) = 0的6的全体为 5. 显然 j 2 e R 
令 B 的下确界为 6 o , 取九< Y < & 0 ,6 e B •若 a ' 彡 a ， 则由 （ i ), 
s ( a , ;6, ji ) = s ( a '\ a , ji ) s ( a \ b , ji ) =0. 


若 a < a ' < 6 q , 则 


0 = s ( o ; b , ji ) = s ( a ; a ' j ^ sia '^ bji ). 

但由 o ’ < & o 有 s ( a ; a ', ji ) > 0, 故 s ( a ’;&， ji ) = 0. 因此，无论如何，总有 
= 0. 这说明 

P{XtO ^ t < r { /\ x { a '\ t ) < 6} = 1. 

在 B 中取 & 使之逼近 & 0 而得 

/^ 对。 < ： t<Tj a ⑷ ^ 6 0 } = 1 (ji < a’ < &0). 

由上节 ( ii ),6 0 是左通过点（上节中虽只就右通过点作了叙述，但对左通过 
点也一样).因为 ■/ 的点都是正则点，故产生矛盾.因此 «( a ; j 2 , ii ) > 0. 
同理 s ( a ; juj 2 ) > 0•故 

«( a ； j2 , ii ) < 1- s { a \ juh ) < 1- 
㈣ 由⑴与 （ ii ) 得， 

当 ji < a < 6^ ) 2 时， s ( a ;_/ 2 ， ji ) < s ( b -, j 2 Ji ). 

这样，完成了 ㈧ 中除连续性外的证明. 

( iv ) 下面证 （ B ). a = 1 - s ( a ; j 2 , ji ) - s ( a ; ji , j 2 ) M x M ( t ) 永停留于 
3 内的概率，要证 a = 0.令 C / 为开集合,若对 a € U , x ^( t ) 永停留于£/ 
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内的概率为0,则称 U 为发 散的 . 若 V 3 V 而且 C / 是发散的，则 V 也是 
发散的.因为 a G «/不是套点，故由§44的 ( xi ), 对 a 的充分小的邻域 C / 
有 E ( 4 a) ) < 00,故 P (4 a) < 00) = 1，因此是发散的_再 证：如 /的两 
个开区间 W = ( ui , Ul ) 及％ = (U2,V2),(UI <U 2 <Vi< v 2 ), 都是发散的， 
则其和 [；=(« 1) V 2 ) 也是发 散的. 若令 a e ( ux . Vi ), M X ^{ t ) 的轨迹中， 

a -4 m, a —> a — ► Vi —► 以2 —以1， 

a V\ ^ U2 Vl ^ ^2 j … 


是跑出 u 外的情形,而永停留于 r 的情形只是 

a — > —> ^2 u 2 • 

(因为 ih,u 2 是发散的，故无其他情形).永停留于 u 内的概率为 

s(o ； Vi,Ul)- s(vi-,U2,V 2 ) ■ S(W2; S(U 1; ti2, ”2) . s(u 2 ] V U Ui) ■ ■ ■, 

因 s ( Ul ；«2>^2) < 1, 故此无限积为 0_ 

如也同样得证. 

若以有限个发散的区间覆盖 RBorel - Lebesgue 覆盖定理 1)， 再利用上 

述结果，则7被一个发散的开区间 覆盖故 ^也是发散的.这说明 a = 0- 

( v ) 最后证明 ㈧ 中的连续性.先证 

lim s ( o ; 6, ji ) = s ( a ; j2 , ji )- (53.3) 

b ] j 2 


由 （ iv ) 所证， ri a ) 有限的概率为 1 .若: r ( Ti a ) )= 九则 x ^( t ) 在 0 < K 
中取最大值，且此值小于 j 2 . 故若取充分接近于如的&，则⑷在 
到达&之前先到达力，因此，取 fcn T 扣,如对任—个 bn ， V a ) ( f ) 在到达 
前先到达心，则实际上是在到达力前先到达为，故 

lim s ( a ;6„, jii ) = s ( o ; j2 , ji )- 

n-^oo 

又因 s ( a ;6, 九）随 b 增大而减少（因 & < &' 时， s { a ; b \ j x ) = s ( a ;&， ji ) s (6; i /’ 
j !))， 故 (53.3) 得证. 

由⑴及 (53.3) 得 


s{b]j 2 ,ji )= 


s(a\j2,ji) 
s ( a ; b,ji) 


—1 ( blji ). 
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故 s(b;hji) 在 b = j 2 时连续.同理 s(b ; ji，j 2 ) 在 b = h 时也连续，因而 
s(b'j 2 ，h) 在 b = h 时连续.由此得 

s(a;j 2 Ji) = ${a; b，ji). 8(b,j 2 ,ji) -» s(b]j 2 ,ji),a] bH. 

s(,a;ji,j 2 ) s(Wi，J'2)，a j 6 时. 

故当 a 丨 & 时， 


«(o ； J 2 ,Ji) = 1 - s{aijuj2) — 1 - s(b]ji,j 2 ) = s(b;j 2 Ji). 

故 s(a;jW2) 关于 a 连续. 

定理 2 若 Uuh) C (幻，私)，则对 a € \j u j 2 ], 

s(a; k2,ki) = s(a;j\,j2) - s{ji； k2,k\) + «(o；i2»ii) •心 2; 灸2,灸 l). 
证明对 Markoff 时间 r^ j2) 应用强 Markoff 性即可. 

在此定理中，令 s(a,ji,j 2 ) = 1 - s(a;j2，ji), 得 


s(a;k 2 ,kx) = as(a;j 2 ,ji) + p, 


这里是与区间（力，^)和 (An,^) 有关的常数.利用此结果，可得下 
述基本定理. 

定理 3 在 J = 士,纟 2 ) 内，除线性关系外,存在唯一的连续狭义增函 
数 s ⑷， 使对任意的《/ = (j u j 2 ), 7 C J ， 有 


s ( a ； J 2. ii ) = 


s ( a )- s { ji ) 
心 2 ) - s { ji ) 


证明先定义：个 j a )， 固定 J。 = 取包含 a 的任意 

的•/= 0/1，九)彳3：7〕；^,并令 


其中 a, 卢由 


s(a) = as(a-,j 2 ,ji) + /3, 
S ( i 2) = 1) s ( jl ) = 0 


决定.今取更大的 J ' = C ? U ) 代替 X 同样定出 S ( a ), 并 记为 〆 ( a ). 
由定理 2 ,对 6 e OW2 )， 啦尨 il ) 与 5 ( 6 ; j 2 , Ji ) 是线性关系，故 s '( 6 ) 
与 S (&) 也是线性关系•又因 S 1 ^) = s ( j ^) = l , 8 \ j ^) = 5 ( 7 ?) = 0 ,故 
Ab ) 三 s ( b)(b G ( j 1 } j 2 )). 特别令 6 = a 而得 s ' ⑷ = s ( a ). 这说明 s ⑷的 
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决定与 J 的选择无关.又由 s ⑷的定义方法看出, s ( a ; j 2 ，九）是 s ( a ) 的线 
性式，且由 S { j 2', j 2, jl ) = M ( jl ; j 2, jl ) = 0得证定理中所需的关系. 

反之，如满足定理要求的 S ( ci ) 有两个为 h ⑷， s 2 ( a )， 则在任意的 J (；7 C 
乃内，它们有线性关系.因为线性关系的系数只由在两个 a 上的值所决 
定,故此系数与 •/ 的选择无关. 

此定理中的 s ⑷ 称为 I 内的典范尺度 (canonical scale ). 这有（内在 
的）概率意义,且与了的坐标选择（与实数区间的拓扑对应的方法）无关 • 
典范尺度与下节中叙述的典范测度都是 W . Feller 提出的. 

例令 rr ⑷⑴是 H = R 1 U { oo } 上的 Wiener 过程. 若令 J = IR 1 ， 则 
I 的点都是正则点.试证 s ( a :) 三 ax + /?. 由 Wiener 过程的左、右对称性 

n .. 

3 ( Jl ■/ 2,jl) = 

因此 

s ( Jl 2 ^ 2 ) = + 咖 )). 

因为 s ( aO 是连续的,故可知 s (: r ) = ax + p . 
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先粗略说明定义典范测度的过程.与上节一样，令/为正则区间•取 
区间 J 使；7 c 且令 


Pj ⑷ =五 (十 ) )， L ⑷= -P 』 ⑷. 
可证 t ⑷关于 s ( a ) 是凸的， 


m / a ) = 


dgj ( a ) 

ds ( a ) 


是 a 的增函数. m ^ a ) 不一定连续. 若令 J C J 、 则对 a € J , 可得 
rrij ( a ) = rrij , ( a ) + 常数， 

故若在 J 内任取一定点 ao , 按 m / ao ) = 0而规范化，则得 


mj{a) = 171^(0), 
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因此,把它定义为 m ( a ) 就得/上的增函数.测度 dm 就是 Feller 典范测 
度 (canonical measre ). s 一经决定，则 m 除附加常数外可以确定,若令 s 
为 〆= as + /?，则 m = + 需要证明的是下面的三个定理. 

定理 1 p »< oo . 

证明与上节证明发散一样，考虑 Ui < u 2 < Vi < V 2, 对 《7 i = 
{ ui , Vi ), J 2 = ( t /2， v 2 )， 假定 p 7l ⑷， p j2 ⑷ < oo , 然后对 •/ = (« i , v 2 ) 导出 
p , ⑷ < 00即可.因为己知 ⑷跑出 •/ 的概率为1,故可就轨迹计算 
p » = E ( t ^). 利用强 Markoff 性 ，当 a G 七 时， 

Pj { a ) = p Jr ( a ) + s ( a -, vi , ui ) p Ja ( vi ) + s ( a ; v u ui )3( vi ； u 2 , v 2 ) p Jl ( u 2 ) 
+s(a; i»i,ui)«(vi ； w 2 , v 2 )s(u 2 ; vi,ui)p j2 (ui) + • • •, 

由于 s ( vi ； u 2 l v 2 ) < 1, 此级数收敛. 

定理 2 关于 s ( a ) 是凸的，因而当然是连续的. 

证明利用强 Markoff 性 ，当力 < 句< a < a 2 < j2 时， 


Pj ( o ) = P ( 0 l , a 2 )( a ) + s ( a ; ai , a 2 ) pj ( ai ) + s ( a ; a 2 , ai)pj ( a 2 ), 

(这在 Dynkin 定理中已以更一般的情形证明)•以 s ⑷表示 S ( a ; ai ， a 2 )， S ( fl ; 
a 2， ai ) 得 


巧⑷=?一)⑷+ : + 忠 


因此〜⑷是凹的，而 qj ( a ) = -^( o ) 是凸的. 

由此定理可以决定 mj ( a ) = d qj ( a )/ ds ( a ), 而且它是增函数. 
定理 3 若 J C J '， 则 队⑷三⑷ +常数， aeJ . 

证明与定理2的证明一样，对 a € •/, 


Pjr ( a ) = Pj ( a ) + 


s ( j2 ) - s ( a ) 

Hh) - s(ji) 


PjUi) + 


s(j2) - sO'i) 


PjUi)- 


若关于 S 微分，则第二项和第三项都为常数，故 


m Jt ( a ) = mj ( a ) + 常数. 
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§55 Feller 典范形 

令 J 为的正则区间, s ( rr ) 和 dm ( x ) 分别为典范尺度和典范测 
度.更令山为: r ( a ) ⑷在 J 上的局部生成算子.证明 Feller 典 范形： 

■ A / = )/ (55.1) 


就是本节的目的. 

先说明 D m Dt 的定义.固定: r , 像普通的微分定义一样，定义 


D +/( x ) = lim 


f( x + e )- f ( x ) 


sio s(x + e ) - s ( x ) 


f ( x ) = lim 


Dtf(x + e )- D + f ( x - e f ) 
m(x + e ) - m(x - e ; ) 


要下此定义，只需在: r 的邻域定义/即可.令/为定义于开区间 J 的函 
数，如对所有的 xel , 可确定上面的 D m Dtf ( x ), 且对 x 连续，则定义 


/ e ( D m Dt ) iHx ) = D m D + f ( x ). (55.2) 


因为， / 当然必须是连续的. (55.1) 肯定，两边的算子的定义域与值域是一 
致的. 

引理 1 s e D(4 )， 且 4/S ⑻= 0. 

证明 因0可以看作连续函数，故只要对任意6证明小 s = 0即 
可•采用§51定义2定义4令6的邻域 */ = (jiJ 2 ) 为使7 C J 的区 
间.若令 8j{x) = s(x]j 2 ,ji), 则可以写成 s ( a :) = asj(x)+P, 故只要证明 
AbSj = 0.由 Markoff 性， 

8 屬 = lj Pj ( t,b, dy ) s ( y ) + p ^ T J b) ^ x (6) (^ 6) ) = i2) 

= 心 Pj(t,b, dy)sj(y) + o(t). 


故 


\^ J j Pjit , b , dy ) sj { y )- sj { b )^ = 0 ( 1 ), 



即 
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Ai}Sj — 0 « 

引理2令 g (; r ) = j ^ m ( y ) ds ( y )( a : 0 是 J 内任一定点，: r 则为 J 内 
的动点)，则 9 E 2)(水）且 Ajq(x) = 1. 

证明与引理1 一样,对6 e J 证明也 g = 1即可.考虑&的邻域>/, 
Jc /, 则对 xeJ, 

W =m(x) + m 

故 g (:) = qj(x) + as ( x ) + /3 . 由引理 1, = 0,故如能证 A^qj = 1, BP 

A b pj = -1, 则本引理得证•利用 Markoff 性， 

pj (&) =乂 Pj{t，b, dy){pj{y) + t) + ^( rj 6) ; rj 6) < *) 

= J Pj[t,b, dy)pj(y) + Pj(t, b,J)-t + t- o ( i ) 

= J Pj(t,b, dy)pj{y) + (1 - o(t)) • t + * • o ( t ). 

I {乂 = ~l + o{t) — -1. 

引理 3 若 / e 3)( 山)，且 Mfib ) > 0,故在 & 的某邻域内， /( ar ) 关 
于 s (; c ) 是凸的. 

证明因为乂//连续而且 A //(6) > 0,故在&的某邻域 J 上 
Ajf(x) > 0.在 •/ 内任取两点 a u a 2 , 又定出 a , 0使 
/( a *) = as(ai) + P, i = 1,2, 

则只要证明，对 ai 彡: r 彡 a 2 ， 

f(x) ^ as(x) +P 

即可.因为 p ( ar ) 三/⑷一 as(x) - P 是连续函数，故在勿彡： c 《 a 2 上取 
最大值，设为 g(ao)- 当 a 0 =化或 aoa 2 时，上式（化为等式）成立•若 
ao € ( ai , 02 ), 则因 p ( x ) 在 ao 取极大值，故 Aig(ao) ^ 0,从而 

Ajf{ao) ^ aAis(ao) + PAj 1 = 0 . 

此与 Aif(x) > 0( a : € J) 矛盾. 
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定理 1 若 fe 2 )( 山)，则/ e V (( D m Dt ) i ), 且在 J 内， 

Ajf = ( D m Dt ) if , 即人/ = D m Dif ( x),xeL 
证明令 / € 2 )(^/), a = A ^ ib ), 并令 

g { x ) = f { x ) - ( a - S ) q { x ), 

则 

Aig ( b ) = a - (a - 5) • 1 = <5 > 0, 

故在 6 的某邻域 •/上 g 关于 s 是凸的，因而 D s + p ( aO 在 J 内是增函数 • 
故若在 b 的两边取《/的点 6162(62 > & > h ) ，则 

Dt9(b2) > Dt 9 (bi), 

因此 

Dtf ( b2 ) - Dtf { bi ) > ( a - S )( m ( b 2 ) - m ( 6i )). 

故得 

^ n .. 

m(6 2 )-m(6i) . 

由此得 

e^io m(b + e ) - m(b - e r ) 

同样取 a + 5 代替 a - <5 就可证 lim s , s ， i0 ^ «• 因此 
D m Dtf ( b ) = Ajf { b ). 

因为右边关于 6 连续，故得 ( DmDfhm : Aif ( b ). 

定理 1 的逆定理如下. 

定理 2 若 / e 2 )(( D m P +)/), iH'J / G ©( Aj ), 且在 J 内， 

( D m Dt)if = Ajf . 

证明设 i2 的点全部都是: r ⑷⑴ 的一维扩散点，且设/是 
的正则区间.首先定义 L b 如下： 
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bel Lbf = D m D 言 f ( b ), b 耷 I -y L b f = Abf . 

其次定义 L 为 

S(L) ={// 对所有 6，/ e ©(I 6 ), 而且 L 6 / 对 6 e 丑连续 }， 

Lf ( b ) 三 W . 

若 / e 2)(4)， 则 / e V ( A !), 故由定理 l , /G 2)(( D m £>+) / ), 若 6 e /，则 
f € D ( L b ), 而且 


L b f = D m Dtm = A b f = Af(b). 

若 6 癸夂则由 / e ^(A) 得 fe V(A b ), 故 / e v(L b ), M 5. L b f = A b f = 
Af(b ). 因为 Af(b ) 关于 & 连续，故 / e 2)(1), 而且 Lf = AfjL>A. 

其次证 （A - L^iX > 0) 的存在.为此，只要从 Au = Ltx 得出 
u = Q 即可.令 u 的最小值为 u ⑷，试证 u(a) 彡 0. 若 a e 则在 a 的邻 
域上 Lu(x) =.若 w(a) < 0,则 Lu(a) < 0,故在 a 的邻域上 
D m D+u(x) < 0,故 £)+«(*) 下降， -u(x) 关于 s(a:) 为凸.因此 -u(x) 不能 
于 a 取最大值，即 ti ( a ;) 不能于 a 取最小值，这与假设矛盾，即有 W ( a ) 彡 0. 
若 a 贫 J , 则[咖)= i 4 a u 而且《⑷最小，故由 A a 的定义得 Au 彡0,因 
此= A _1 Lm ⑷彡 0. 于是无论如何 u(a) 彡0,即 u 彡 0. 又如以 -it 
代 w 就得 u ^ 0,故 u = 0. 

由 L > >1得 （A - L)- 1 >( A - 4- 1 =私.因为札的定义域的全体 
是 / I ，故 （A - L ) _1 = (A — A ) -1 . 故 L = A 

令/ e V((D m Dt)i) t b % I 的任意点，若能确定4/并且说明它关 
于&连续,则定理证完.能在/的任意子区间 A ： = {kuh){KcI) 内证明 
A b f 连续即可.又可以令夂的端点是 m 的连续点.取满足 KCJCJCI 
的区间 ■/ = (juh) 并令其端点也是 m 的连续点.试构造 g 使其在 K 上 
与/相等，在 •/ 外则为0,而且使 D m Dtg(b) 关于& e J 连续.如能这样 
构造，则 S 属于 L 即 4 的定义域，因而 = Ag(b) 连续于 6 e J. 因在 
K±f = g, 故利用局部性得 AJ = 4砂，于是 A b f,beK 也连续.剩下来 
的就是 g 的构造.也可以构造 h = Lg 来代替因 在尺上 办 = D m D+f, 
在 •/ 外/» = 0,故只要在 bi ^ i ],[ fc 2, j 2 ] 上定义它.今说明在前一区间上 
如何构造，由于 “D^h 在 m 的连续点上的连续性”和 “ D m D s +/ i 的连续 



性”，/ !应 满足的充要条 件是： 

h ( h ) = h ( ji ) = 0, 

h ( h ) ^( fci ) = r > m ^/(* i ), 

k { h ) = [ h { x ) dm { x ) = Djf { ki ), 

Jji 

U ( h ) = / / h ( x ) dm ( x ) ds ( y ) 

JjlJjl 

f k l 

= / h ( x )( s ( ki ) - s ( x )) dm ( x ) = /( fci ). 

Jji 

因为 CUu ^) 上的泛函 lul 2, h , U 显然线性无关，故这样的 h 的确存在. 
在 [ k 2 , j 2 ] 上也是 如此. 于是定理 2 完全得证. 

§56 —般通过点上的局部生成算子 

R 的开集/，若能与实数的开集 ( n , r 2 ) 同胚，则简称为 i ? 的开区间 • 
a 称为开区间 J 的端点,就是指 { a } U / 与半开区间 [ n ， r 2 )( 或 ( n , r 2 ]) 同 
胚.在这个拓扑对应中， a 当然变换到 n (或 r 2 ). 

令 a 为只由扩散点构成的开区间/的端点•对 a 的充分小的邻域 C /， 

如有 

尸(对0彡 * < 4)中之*， x ⑷⑷ 6 { a } U /) = l , (56.1) 

则称 a 为一般通过点.一般通过点仅限于它是一维点时才成为通过点 (§52). 

在通过点的左右分类中，点的邻域同胚映射于实数区间的映象方式 
与方向有关.同样,对一般通过点，若把 { a}U J 映射于 [ r !, r 2 ), 就是一般 
右通过点，而映射于 （ n ， r 2 ] 时，就是一般左通 过点. 以后仅讨论一般右通 
过点. 

一般右通过点仍有可能是套点，若把这种过于简单的情况除外，取 a 
的充分小的邻域 C /， 则除 (56.1) 外还可假定 

E{t^) < 00 , beU. 


(56.2) 
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设把 { a } U / 内的点与所对应的 ( ri , r 2 ) 内的点看成同 一点. 因接近 
ri 的点位于 f / 内，故使 [ n ,0 包含于 C / 内的 C 的上确界 〆 2 > n . 

若对 n < € < 令 

喊)=价以)， （ 56 - 3 ) 

则0 o ⑹ < 00•因为 z (ri) ⑷当0 < * < #) 时常处于 [rm) 内，而且 
t 在 ip ) 的附近时接近于故存在这样的 f : ® (ri> (0 =《，0 < f < 4 n) . 
令满足这种关系的最小的 < 为 r' 对它用强 Markoff 性，则得 

P (0 + 执古 )) = £(#))• (56-4) 

因为 [ ri y 2 ) 是一维扩散点的集合,故与正则点的情况 （§55) —样，可 
以证明 pu (0 = 五 (#)) 满足 

A^pu = - 1 - 

故得下述结论. 

引理1 、 

A^p = 1. (56.5) 

引理2若/ € 5)( 丄)， V 是 a 的任意邻域，且 
A v f ( ri ) > 0, 


则对足够小的 e (> 0), 

f {0 > /( r i ), ri < ^ < n + e . 
证明因为 A v f ( ri ) > 0, 故对足够小的 e , 


Avf (0 > 0» n <^< n + e - 

因此 /(0 不能在 n <^< n +£ 内取极大.故 /( C ) 在 C = n 的某邻域 
(ri < ^ < n + S ) 上或者非增，或者非减.如是前一情况，则&/ = 0,即 
Avf { ri )=0, 此与假设矛盾. 

定理1若/ e : D 0 V )， 则 


Avf ( r \) = lim 


p {0 
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证明若令 ^/( n ) = a, 则贞0 = /(0 _ (a-e)p ⑹， n <(<4 ，满 
足 p € ®(A V )， 并且 

Avg{r{) = a - (a - e) • 1 = e > 0. 

故分在 n 的右边增加，因而 

ff(0 > g(ri), ri < C < ri + (5, 


于是 

故 


同样 


’⑹ ：(( ri ) >a_e > n <(< n + d , 
p ⑹ 

1 im /(0-/( n)、 a 




/(0-/(ri) 
p(0 


< a. 


§57 最初通过时间的分布 

令 / = (n ， r 2 ) 为 i ( °) ⑷ 的正则区间， S 和 dm 分别为其典范尺度与 
典范测度•取/的子区间 •/ = {juhU C J， 且令 a 为 J 内的任意点.令 
々为 ：t( a ) ⑷在 ■/ 的最初通过时间•易见 ri a) 的平均值有限，因而它以 
概率 1 为有限的. W#)) 就是 h 或 ） 2 , 根据这两种情况分别规定 
Tl (a) =rj o) , r 2 (a) = oo, 


或 


r^ o) = Tj a \ r[ a ) = oo. 

7^ (a) <oo 等价于 0 = 4 a) ，即 0 ^(#) = JV .如 §55 所证， 


Aj = {D m D^)j. 


sj(a) = s(a\j 2 ,ji) = P(r 2 (o) < oo), 而且 
4/SJ ⑷ = 0 ， 

sj{ji +0) = 0, sj{j 2 - 0) = 1. 


(57.1) 


(57.2) 
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这由 (57.1) 及 sj ( a ) = ( s ⑷— s ( ji ))/(8( h ) - s { ji )) 易得. 

其次，若令 PjW = £；(7 j a) )， 则如 §55 所述， 

欠 jPj ⑷ = -1, (57.3) 

进而还可证明 

Pj{ji+0)=pj(j 2 -0)=0. (57.3') 

实际上，因力是正则点，故对其充分小的邻域 f /, 得 pu ( x ) < e , xeU . 
pu ( x ) = E ( t ^ x) ). 取一充分小 <5,使尺= [ jWi + 列 C C /. 对 a : e 尺有 

pj { x ) = Pk ( x ) + s ( x ;^, ji ) pj (0 <£ + s ( x -,^, ji ) pj (0- 
若令 a : 则 s ( a ;; C ， ji ) — o .于是 

pj{ji + 0) ^ e , 故 pj(ji + 0) = 0. 

同样 

PJ(J’2 - o) = 0. 

定理 1 8 J 及 VJ 分别由 （ 57.2) 和 （ 57.3) ，（ 57.3') 决定 • 

证明 由上述易知~及 pj 分别满足这些条件.又由 （ 57.1) 知 4^ = 
0有两个线性独立的解，因而由上述的边界条件，可知解是唯一决定的. 
以后对 i = 1,2,令 

¥?<( dt , o ) = P ( r } a) e dt ), 

务入 ⑷ =/ e _A Vi(dt ， a) = E(e~ Xr * a) ). 

Jo 

定理 2 各 A 是 

Aj(pi\ = X<pi\, + 0) = 1, <Pi\(j2 - 0) = 0 (57.4) 

的唯一解；同样备 A 是 

Aj < fi 2 X = A^2A, < fi 2\{ j 2 - 0) = 1, ( p 2 \(jl +0) = 0 (57.5) 

的唯一解. 

证明 考虑各 V 如前，令 

Pj ( t , a , dy ) = Pj ( x ^( t ) e dy , T ^ a) > t ). 
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但 


故 


灼 (dt + s ， a) = jj Pj{s,a, dy)<pi{dt,y), 
l°° e~ kt ipi{dt + s,a) = J Pj(s,a,dy) e _A Vi(dt，y)， 
e Xa [ e~ xt <fi(dt,a) = J Pj(s,a,dy)ipix(y). 

J e _A Vi(dt，a)= 泛 ia ⑷ _ / e _A Vi (成 a)， 

[e~ xt ipi(dt,a) ^ <(Pi([0, s],a) ^ < s) = o{s). 

Jo 

e Aa (m(a) + o(s)) = f Pj{s,a,dy)<pi\(y). 


由此立得 

A a (p\\ = 入泛 i »- 

如能证明右边关于 a 是连续的，则即己证明在 J 上 

Aj(pi\ = 入泛1入‘ 

现在，像 ipix(b) 定义于</上一样，若定义于另一区间 K 上时，就记 
为 Mb-,K). 依照以前多次用到的强 Markoff 性的证法，当 a < fc 时， 

尹 u (&) = ^ ia (6； ( a , j 2 ))^i a ( a ) ^ 泛 u ⑷ • 

故泛 u 单调下降.当取 afcChceJ ， 使 a ，& 充分接近于 C 时，若能证 
尹 ia (&;( a ， J '2)) > 1 ~ e > 


则得证的连续性. 

ipix^(aj 2 )) =^{e- A ^«) ； x^(Tg! i2) ) = «} 

W M P(t(% 2 ) < U W (0 = a) 
^e- M {P(r^ k) <t)- P(xW(i b ! fc) ) = fc)}- 
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其中； t 是^与如之间的点. 

令 < = <5/九取 c 的充分小的邻域 t/， 使 E( 4 b) ) <份，在 t/ 内取 a， &， fc，a < 
c < & < fc ，使 a, &极其接近，以致 (〆&) 一 s(a))/(s(k) - S ⑷) < <5.因为 

E(r^ k) )^E(r^)<St, 

故 

Mb-,(a,j 2 ))>e- Xt (l- 25 ), 

取 < 足够小,则上式右边 

> (1 - J)(l - 2(5) > 1 - e(5 = |). 

故得证 ^u(a) 的连续性. 

剩下来的是要证多 u(^+0) = 1, 如(九- 0) = 0 以及唯一性. ^u(a) 
随 a 增加而减少，并且处于0与1之间.若在 h 的左边取 An ，在 a 与 j 2 
之间 取如， 则像证连续性一样，可得 

Ma)> ^{P(r^ uk2) <t)~ 作⑷喊也 ))= fc 2 )}. 

由此可见当 a 充分接近于九时， (pix(a) > 1 - e， 故 (p lx {ji + 0) = 1.同样 
m(j 2 -o) = i .由于 

^u(a) + (p2\{a) = E(e~ Xr J a) ) ^ 1, 

故 

0ix(j2 - 0 )< 1 - <P2X(J2 - 0 ) = 0 , BPmC/2-o) = o. 

为证唯一性，只要由 A；u = Au, u(ji + 0) = u(j2 - 0) = 0 推出 u 三 0 
即可.如在某些点上 u > 0,则 W 在 •/ 内取正的最大值，设为 w(a), 则 
Aju(a) < 0,与咖）< 0矛盾，故 u 《 0. 同样证明 w 彡0,因此 w = 0. 
定理3令 ^ A (o) = E(e~ XT J a) \ 则它是 


Aj(p\ = X(p\, ip\(Ji + 0) = (fx{j2 -0) = 1 
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的唯一解. 

证明由定理2所用的公式 

Va (®) = E ( e~^ Tj ) =泛 ia ⑷ + 外久⑷， 

即得 ^ 

Aj(px = AjifilX + Aj ( p2 \ =入泛 IX + 入泛 2A = X ( fix ， 

又 

(px(jl +0)= (pixiji + 0) + ^ 2 A(jl +0) = 1, 
ifix(j 2 — 0) = 麥 iaCJ’2 _ 0) + Vixih _ 0) = 1. 

故仏满足定理中的方程及边界 条件. 解的唯一性证明与定理2 一样. 

§58古典扩散过程 

令 R 为实数集合 1 R 1 或其区间 [ na ]. 令 X ⑷⑷为 R 上的扩散过 
程.由 Ray 定理，有 

P {\ x ^( t )-^\> e }/ t ^0 (t - 0). (58.1) 

若假定 、 、 

a {0 = 骑 五 ㈣ )-汽’_ ㈣ ， (58.2) 

6(0 = lim 五你⑹⑷ - ⑷⑷ ~ < £ 1 (58.3) 

对某 e > 0存在，则由 (58.1), 对所有的 e > 0都存在，而且其值与 e 无关 • 
若 a (0 与&⑹都是之 e ( ri , r 2 ) 的连续函数，则 a ： ⑷⑷叫做叫= ( r u r 2 ]) 
上的古典扩散过程或 Kolmogoroff 扩散过程•利用工⑷⑷的转移概率 
P ( t ， a ， E ), 可把 fl (0，& ⑹写为 

a (0 = nmi | ^ ( y - OP ( U ’ dy )’ （58.2’) 

6(0 = Urn - / ( y -0 2 P ( K ， 如). （ 58 - 3 ') 

U0 * J\ y -^<e 
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o (0 可取正负值，但&(幻 > 0. 

例如，对 Wiener 过程，求得哝),6(0为 

a(0 = 0, 6(0 = 1. (58.4) 

定理1若/是《/ = { ji , j 2 )(ri < ji < j 2 ^ r 2 ) 内二次连续可微函 
数，则/ e ®(4/)， 而且 

Aj f(0 = (a(0 去 + ^^2 )/(0- (58.5) 

证明因上式右边是 （ 的连续函数,故只要证明等于右边即可. 
对《€«/，<5>0，取 £ >充分小， E | y - e |< e 而论，有 

f(y)-m = f[0(y - 0 + -~~l ±6 {y - 0 2 ， 

/ f ( y ) P ( U , dy)~m 

=/ (f(y)-m)P(t^,dy)+o(t) 

^ Iv-Cke 

=/'(《）/ (y- OP(t,^,dy) 

+ ~2 ±S [ - 0 2 P ( t ^, dy ) + o ( t ) 

= f ’(0 a (0 • t + 土 - 1 + o ( t ). 

故得 

m i { J ly ^ <c ’ ⑼邱’ ㈣ 卜 /( o 卜 am \ o + b - fno + b - f - s . 

由 (58.1), 左边与 e 无关，故右边的 <5 可以任意小，因此这一极限< a 尸+ 
奎/〃.同样取下极限就有> a /' + |/〃.结果得/ e 2)(々)，而且 = 
«尸(0 + 奎/"(0. 

定理 2 若6(0>0，则《是正则点. 

证明若《是右通过点，则对 S (牟）中在 S 的邻域 J 上增加的函 
数/有枭/彡 0. 但若在 f 的邻域上定义/为 

f( x ) = ( x ~^) — 0(x — ^) 2 , 



则 


(ar + \r)(0 = a-pb. 

若令卢 > a (0/&(《)， 则上式为负，故得 

Ad = A J m=(af ， + lr)(0<Q, 

而发生矛盾.因此不能是右通过点.同样证明它不能是左通过点.故是正 
则点. 

现在,对于在 J 上二次连续可微的函数，定义算子 A ； 为 

Djm=a(or(o+ b ~Y-no- ( 版 6 ) 

定理3若在 ■/ 上 6(0 > 0,则 

Aj = Dj . (58.7) 


证明由定理1， A ; > A /. 将 A ； 变形得 

( B 0) 

= 螽去’⑹ ( 5i= / e " Sd ^ mi = / r Bd 0- 

因为 A ; = ( D m D +) j , 故欠 ju = 0的全体解为 {a + 0 s},Dju = O 的全体 
解为 {a + /5 Sl } .由于 Aj > A ；, 故前者包含后者.因为二者都是二维的 
线性空间，所以一致.故得 s = a + Ps v 其次，若令 

Q ~ J m i^ s i — J Tme~ B d^, 

M Djq = 1,故 Ajg = 1,即 D m Df q = 1. 
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故可以考虑 m = m 1 ,s = 5 l . 若/ e 2)(4；), 则 D mi D + m 连续.因为 
f eB 是连续而且是正的，故上述连续性实际上就表示 ( e - B f ' Y 的连续性. 
故是连续可微的•由于 （ e -吖 =一 e -s . 警，故 e - s 是连续可微的， 
从而尸 也如此，即/是二次连续可 微的. 故/ e 于是々与 A ； 

连同定义域一起是一致的. 

例对 Wiener 过程， 

D J = ®(A/) = C 2 (J). 

由上述定理，此算子即七•令 J = ( juh ) 为有限 区间； 且令 sj ⑷为自 
a ： 出发先到达右端点的概率,则由上所述, sj ( a :) 是 

= 0 , u ( j 2 ) = 1 , u { ji ) = 0 

的解.由于 i 4 j = !?_；，故 Aju - 0表示 u " = 0,即 u = aa ; +点.故得 


这表示 a : 就是典范尺度. 

又 Pj ( x ) =珂#)是 


A J U = 一1， ^(ji) = u{j 2 ) = 0 

的解.由八 ；u = -1，即 w " = -2,得 w = - x 2 + ca ;+ d ， 由 «(；!) = u(j 2 ) = 0 
定出 c ， d ， 得 

« = 0’2 - X )( x - jx ). 

典范测度 dm 就是 

m= - 荖 =- 荖=私 mm = 2dx. 



而 Or ,/? 由 u ( ji ) = u ( j 2 ) = 1 决定. 
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§59关于 Feller 算子 D m D ^ 的端点的分类 


暂时放下 Markoff 过程的概念，一般地假定在区间了 = -t 

已定义连续、狭义增函数 s ( a :) 与右连续增函数像以前一样，定义 
{ D m Dt ) i , 并称之为 Feller 算子. 现在，根据 An 埒把了的端点 
分为 四种： 正则边界 (regular boundary )、 流出边界 (exit boundary ) >流入 
边界 (entrance boundary ) 和自然边界 (natural boundary ). 为此首先引入 
下面 的数： 

ai = If dm ( x ) ds ( y ), Mi = JJ 

n<y<x<r[ ri<y<x<r[ 

a 2 = JJ dm ( x ) ds ( y ), H2 = jj ds ( x ) dm ( y ). 

r 2 > y > x > r ' 2 r 2 > y > x > r' :t 

当 

CTi <00, /ii < OO 时，称为正则边界， 

Oi <00, fli = OO 时,称 T " i 为流出边界， 

(Ti = oo , fH < 00 时，称 n 为流入边界， 

(Ji =00, ( j-i = 00 时，称为自然边界_ 


叫虽与 r ! 的选择有关，但它们是有限的或无限的却与此选择无关，因 
4上述的分^也是这样. 

这种分类的概率意义留在以后讲,现在举出四种边界的例子 • 

例 1 ^ D m D + = I = (- 00 , 00 ), 则 m = a:，s = z ， 故 


oi 


M2 


JI dx dy 

> y > x > r f 2 

JJ dx dy 


{ y - r' 2 )dy = 00 , 


= 00 . 


oo > y > x > r f 2 


故 00 是自然边界，同样， _ oo 也是自然边界. 、 

例2若令 D m D + = = (- 00 , 0 )，则 - 00 是自然边界，0是正 

则边界. 
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例 3 设 £> m D s + = 忐 + X 2 基， J =(0,2). 

d 2 d 2 d d 

dx dx 2 x ~ 2 e ~* dxe * dx ' 

故 

dm - x _2 e _ * dx , da = e * dx . 

因在 0 处有 

a = II x -2 e _ * e»dx dy = oo , 

0<y<*<l 

fi = If y -2 e - » e*dy dx < oo , 

0<y<*<l 

故 0 是流入边界.易证 2 是正则的. 

例4若 D m Dt = ~£+ x 2 ^, 1= (0, oo )， 则0是流出边界，00 
是自然边界. 

§60齐次方程 （A _ D m D+)u 
= 0( 入 > 0) 的特解 

为方便计，可设 n < 0 < r 2 , 也可以令 

m (0—) = m (0+) = 0, s ⑼= 0. 

这个齐次方程的通解，就是下述特解 eQ 和 ei 的线性组合. 

D m D ^eo = Ae 0 , eo (0) = 1, £>^ e o (0) = 0, (60.1) 

D m Dfei = Aei , ei (0) = 0, ⑼ =1. (60.2) 

为求 eo 与 ei , 只需解下列积分方程 

eo ( x ) = 1 + \ [ [ e 0 (”) drn ( r ?) ds (0， 

Jo Jo 

ei ( x )^ s ( x ) + X f [ ei ( r /) dm ( r ;) ds (0. 

Jo Jo 
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因为 a : < 0的情形类似，故只就 a : > 0时来叙述求 ejrr ) 的方法.若令 

p 1 op 2 0… opn(X) = j .. • j dpi( 《 i) … dp „(《 n )， 

则 

(p 1 op 2 o-.-op m )op m+ iO---op m+n =P1 op 2 o---op m+n . 

但 

(pi OP2) 0 P3 =Pl 0 (P2 0 P3)，Pi ° P2 = P2 0 Pi 

未必成立. 

利用这些记号，上述积分方程可写为 

eo =1 + Aeo o m o s , 
d =a + Aei o m o s . 


(60.10 

(60.20 


利用逐步逼近法，形式地得到展开式 

e 0 =l+Xmo s+\ 2 m osomo s+X 3 m o s o m o s o m o «+• • •, 
ei =s + 入 s omo s+A 2 s omosomo 5+ 久 3 3 omosomosomo s+ 


如能证明这些展开式收敛，即得上述两个方程的解. 

今令 

(7 = mo S , /X = 5 0 m . 

上节所述的 a 2 与/ X2 就是 ^ r 2 ), fi { r 2 ), 因此随着 r 2 为正则边界、流出边 
界、流入边界与自然边界， tr ( r 2 ),/ x ( r 2 ) 就应分别是二者都有限、只前者有 
限、只后者有限与二者都无限 • 

由数学归纳法得 


0 彡 mo5omoso-..omo s(x) 
(l) (2) ㈨ 




,、 / S ⑻ (7(®)" 

0 彡 5omosomoso...omo ^-;- • 

(1) (2) (n) n! 


故如，^的级数收敛,而且有 

e 0 ( x ) ^ x \ (60.3) 

ei ( x ) ^ s ( x )- e A<T ^. (60.4) 
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又有 

e 。 ⑷ o s ( x ) = Aa ( x ) 
ei ( x ) ^Xs o m o s ( x ). 

现在利用这些不等式来研究 ei ( ar ) 在 r 2 的极限. 

首先注意下列 事实： 

『2为正则边界—> m ( r *2) < oo , s ( r *2) < oo , 

J "2 为流出 边界― m ( r 2) = oo , 小2) < 00， 

厂 2 为流入边界 —♦ m ( r2 ) < oo , s ( r2 ) = oo , 

厂 2 为自然边界— m ( r 2 ) < oo , s ( r 2 ) < oo , 至少有一个为 oo , 

因为 r 

a ( r 2) = / m ( y ) ds ( y ), 

Jo 

所以 

a ( r 2) > 饥 «)( s ( r 2 ) - s ( r ^)), 

故若 = oo , 则 a ( r 2 ) = oo , 因此当 r 2 为正则边界或流出边界时， 
s ( t * 2 ) < oo . 同样，当 r 2 为正则边界或流入边界时， m ( r 2 ) 〈 oo . 

又由 

厂2 

咖 2 ) = / s ( y ) dm ( y ) 

Jo 

有 / i ( r 2 ) ^ s { r 2 ) - m ( r 2 ). 流出时 s ( r 2 ) < oo ，/ x ( r 2 ) = oo •故得 m ( r 2 ) = cx ). 
同样，流入时 S ( r * 2 ) = oo •若 mb ) 与 s ( r 2 ) 均有限，则//⑹/ ⑹也 
均有限，故为 正则. 自然边界时 ， m 和 s 中至少有一个为 oo .作为 
m ( r 2 ) = oo , s ( r 2 ) < oo , 且 r 2 为自然边界的例子，可取 

r 2 = 1. s ( x ) = x , m { x ) = (1 - x ) _1 . 

其次，作为 m ( r 2 ) < oo ,5( r 2 ) = oo , 而且 r 2 是自然边界的例子，可举 
”2 = 1， «( x ) = (1 — x )- 1 ， m { x ) = x . 


(60.5) 

(60.6) 


最后，如令 


r 2 = oo , s ( x ) = x , m ( x ) = x , 
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则得到 m(r 2 ) = oo , s ( r 2 ) = oo , r 2 是自然边界的例子. 

当为正则边界或流出边界时，由 (60.3) 〜 (60.4), a ( r 2 ) < oo , s ( r 2 ) < 
00 ,得 e 0 ( r 2 ) < oo , ei ( r 2 ) < oo . 当 r 2 为流入边界或自然边界时，则 
< r ( r 2) = oc . 故由 (60.5) 得 

\» eo ( r 2 ) = oo , 

至于 ejz ), 由 （60.6) 有 


ei(x) 彡入 s omos(ar) 


^1： 


s{n)dm(r))ds(i) 




fr' 2 M 


dm (77) ds (0 — As ( ra ) - a(r 2 )= 


其次，为求 D+eoixlDte^x), 若形式地微分上述 e 0 与 ei 的展开式，得 


Df eo(x) =Am + A 2 m osom + X 3 m osomosomH - ， 

D^e\(x) =1 + Asom + 入 2 somosomH . 


若能证此式在 J 内为广义一致收敛，则得证这等式成立.证法与前面 eo . e ! 
的展开式 相同. 而且 D+ei{r 2 ){i = 1 , 2 ) 

在/* 2 为正则边界或流入边界时，为 有限； 

在 r 2 为流出边界或自然边界时,为无限. 


证明也与 ei(r 2 ) 的证明相同. 


§61齐次方程 （A — D m D+)u 
= 0 (A > 0) 的一般解 

令 Wi 和 U 2 为 

(X^D m Dt)u ^0 ( A >0) (61.1) 

的两个任意解.对 w ，％， 称 


W = W(u\jU2) = Til • U2 — Df U2 - U\ 
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为 u u u 2 的朗斯基 （ Wronskian). 

定理1 W 与 a : 无关. 

引理 1 令 tx，v 为有界变差函数 (function of bounded variation), 则 

d(u - v) = v*du + u,dv = u»du + u*dv, 

(dw 是对应于 w 的带符号测度 (signed measure), w*(x) = iw(a:+0), it ;* (a:) — 
w(x - 0 ).) 

这引理由 

u ㈣ 咖） -u(®<_i)t;(a5i_i) 

=v(xi)(u(xi) - u(a ： i_i)) + u(x i _ 1 )(v(x i ) - u(x<_i)) 

=v(ari_i)(«(*<) - u(xi-i)) + u(xi)(v(xi) - v(xi-i)) 

而明显.利用此引理来证明本节定理 1. 

dW =U2d(D^ui) + u\du2 - u\d(D^U2) - u^dui 

=U2Xuidm + u\D^ ti2ds — ui\u2dm — u^Dg wids = 0. 

特别地,求前节中 ei ,eo 的朗斯基，则得 

W(ei,e 0 ) = W"(ei ， eoXO) = (Dfei -e 0 - Dfe 0 - ei) ⑼ =1. 

引理 2 (x>0). 

证明 ff-§? = ^ = ^r>0 - 
引理 3 If 随 x 增加而减少. 

证明 Z?+[g]=^^ = -^<0. 

引理4 随 a ； 增加而增加. 



eo _ D+eo = 1 — 0 (当 r 2 不是正则边界时)， 

^ i ~ DUi = e 1 D + e l — c > 0 (当 r 2 是正则边界时). 

有了这些准备后，试在齐次方程 (61.1) 的解中找出满足二 条件： 

( A ) ti > 0， 

( B ) tU(xT 时） 

的解.由 ㈨ 得 u ⑼ > 0,故求出 u (0) = 1的解后，再乘以正的倍数即可. 
也就是要求形为 

w = eo — 7 e i 

的解.由条件 （ A ), 

7 < — {x > 0 ) 
ei 

是必要的.又由 （ B ) 得 D+u < 0,故 


7> 


D+eo 

D +7 i 


(x>0) 


是必要的.由上述引理， 


7 = lim ^, 
x\r 2 ei 




存在，而且7满足 


7^7^2- 


(61.3) 


反之,对如此的7,令 

u = eo - 7 e i) 


则在 ar > 0时，满足 （ A ), ( B ). 至于在0： < 0时，只要对 a : < 0考察 e 0 ,ci 
的展开式就可 看出： eo ,- e 都恒为正，而且是减函数.综合上述即得下述 
定理. 

定理2齐次方程的正而且下降的解，在= 1的条件下，由 

u = eo - 7ei 


给出.这里7是: Z 与7之间的任意正数.若72正则，则7 <7,故所求 
的解有无数个，#处在 iZ = eo - 与 m =句- 〒 ei 之间.在其他场合, 
1 = %放 u 是唯一的. 
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其次，研究 u 在 r * 2 上的值•若 r 2 为正则边界，则 

“ §SS ei(r2) = 

乜⑹ =eoO*2) - ::㈣ ei ( r2 ) = 0. 

对流出边界，也有 «( r 2 )=0. 

对流入边界，则 

u ( r2 ) | eo ( x ) - ( r 2 ) ei ( j )| 

，上。 ⑷- S } ei(a;) } = 

又对充分大的: T , 

u ( r 2 ) + e > e 0 ( x ) - ^^( r 2 ) ei ( x ). 


其次对充分大的 y , 


u{r 2 ) + 2e > e 0 (x) - 


若 y > X ，则 


> eM ~ W^) eM 


(因賊卞⑷-薪 SH 卜{装 盟-梁黑卜⑷ 


故 

因而 


u{r2)> ^MY 


u(r 2 ) = 


Dtei(r 2 ) 


这样就有 
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对自然边界，上式虽也成立，但因 D ^ e \( r2 ) = 00 ,故 u ( r 2 ) = 0. 
用同样的方法也可求得 Dtu ( r 2 ). 概括起来就得下述定理. 
定理3定理2的 u 及其 D s + u 在 r 2 上的极限值是 


0 

w(r2) = < 

DUM) 


(当 r 2 为流出边界或自然边界; 
为正则边界时 , Mu = 0), 

(当 r 2 为流入 边界； 


为正则边界时， W\u = 


Dtei(r 2 )^' 


D + u { r 2 ) = 


Q (当 为流入边界或自然 边界； 

为正则边界时，则巧丑= 0)， 

1 (当 r 2 为流出 边界； 

为正则边界时,则吻= ^ y ). 


因为此 u 与 eo 是线性独立的，故任意的解是这二解的线性组合 cm + 
0 e o . 因为 u ( r 2 ), B + u ( r 2 ) 都有限，故若 cm + /? e 0 为 oo , 那么这是来自 e 0 . 
故得下述定理. 

定理4上述 u 以外的解 t ; 为 

\ v ( r 2 )\ < oo ( 正则边界，流出边界)， = oo ( 流入边界，自然边界)， 

\ D + v ( r 2 )\ < oo ( 正则边界,流入边界 )，= oo ( 流出边界，自然边界). 

§62非齐次方程 （A — D ^ D^g 
= /(A > 0) 的解 

上节中求出的齐次方程的解 tx 是正的单调减少的，而且在 r 2 上， W 和 
Dtu 都有有限的极限值.把它记为 u 2 ( x ) = « 2 ( x ; A ). 同理,正的单调增加 
的解： t / xCx ) = Wl ( x ; A ) 也存在，而且在 n 上有同样的极限值. 

如上节所述， W = W ( u u u 2 ) 是常数，若考虑 W ^( O ), 就知 W > 0,故 
如以适当的正因子乘 W ， 就可使 W = 1. 



若令 
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K ( x , y ) = K ( x , y , X )= 


ui(x)u 2 (y) t 

u 2 { x ) ui { y ), 


n < x < y < r 2 , 
ri < y ^ x < r 2 , 


则 K 关于变量 a ：, y 连续且对称.又尺 > 0 是显然的. 
其次,为求非齐次方程 


( X - D m Dt)g = f ( A >0) 


(62.1) 


的特解卯，设 

g 0 ( x ) = K . f ( x )= f K { x , y ) f { y ) dm ( y ). 

Jri 

此处假定 / 有界、连续，如⑷有意义（即上述积分是确定的)，而且如 (®) 
关于 z 的连续性可由下式 看出： 


9o ( x ) = u 2 ( x ) 




Jx +0 


f { y ) u 2 { y ) dm { y ) 


= ^X i r 0 /(y X ⑹ + ^ £。 f{y)du ^ 


此处 tx + 表示 D + u . 

既然积分算子 K 的意义已经确定，它显然是正的，而且是线性的. 
其次，为了证明如满足（62.1)，利用上节的引理 ei . i ， 就得 


dg 0 =du 2 I f{y)ui{y)dm(y) + u 2 {x)f(x)ui(x)dm 
Jri 

fri 

+ dui / f{y)u 2 {y)dm(y) - ui{x)f{x)u 2 (x)dm 
Jx+0 

/•x +0 r^2 

=du 2 / f(y)ui(y)dm(y) + dui / f{y)u2(y)dm(y), 

J ri 人 +o 

rx+O rr2 

D 言 g 0 =Dfu 2 j f(y)ui{y)dm{y) + D^ui J J(y)u 2 {y)dm(y). 

再一次进行同样的计算，并利用 M = £> m D s + Wi 就得 


D m Df go = Ago - /• 



当 n , r 2 中之一或二者为正则边界时，对应的 U U U2 有无限多个，故 
K 的选法有无数个，因而如也有无数个，但其中任何一个都有上述性质. 

研究如在两端上的极限值,则得下面的定理,应写为 9 o ( r 2 ~) 的记为 
9o{r2)- 


⑴若 r 2 为正则边界，则 go(r 2 ) = u 2 {r 2 ) ^ f Ul dm, 

9o(r 2 ) = u^(r 2 ) fuidm. 

(ii) 若 r2 为流出边界，则如 ⑹ = 0. 

(iii) 若 r 2 为流入边界，则 g 0 (r 2 ) = u 2 (r 2 ) fux&m,g^{r 2 ) = 0. 

(iv) 若 r 2 为自然边界，则 /(r 2 ) 存在时， g 0 (r 2 ) 也存在，且 

9o{r 2 ) = /(r 2 )/A. 

证明 (i) 是明显的，下面证 （ ii). 

由于 

I 如 ⑻I < (^- l)(x)sup|/(x)|, 

X 

故只要证明 （K • l)(x)-4 0(x-r 2 ) 即可 . 

rx+O rV2 

X(K • l)(a：) =U2(x) / duj 1 " +ui(x) / dwj 

JT2 Jx^O 

^u 2 (x)u^(x) - w 2 (a ： )wi'(ri) + «i(a：)[«2 ( r 2) ~ w 2 ( x )l 
=u 2 (x)u|(x) + o(l) = uf{x) j (-i^)ds + o(l) 

< - (x) J u^(j/)ds + o(l ) (因为 

= -u^(x)(«i(r 2 ) -«i(x)) + o(l) -+0. 

(iii) 的证明.令 Af = sup |/(y )|, 由 u^(r 2 ) = 0 得 

ri^y^r 2 

|tti(®) f f(y)^4(y)\ < -Mui(x)i4(x) = Af(i - «i"(x)« 2 (*)). 

Jx+0 

另一方面,注意到存在某7 > 0,使 Wl 有如下表示， 
wi(a：) = -^=(e 0 (a:)+7ei(a；)). 



因此， 
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ti 2 ( r 2 )<( r 2 ) = ^{^+7} = l ， 

lim ui ( a ;) f f { y ) du ^{ y ) = 0. 

2 j x+0 

( iii ) 的后半部分显然成立. 

( iv ) 的证明.首先注意 u 2 ( r 2 ) = 0,4(^) = 0. 对任意 e > 0,存在 
使得对任意 x >《，有 |/0 r ) - /( r 2 )| < e .因此，在 x >《时，有 

go ( x ) = u 2 { x ) J f { y ) ui ( y ) dm { y ) 

+ 宇 1 乂 1+0 / ⑼ •) + 宇 £: f(y) du t(y) 

< u 2 { x ) [ f ( y ) ui ( y ) dm ( y ) 

Jri 

+ ’( r2 ) — ( U 2 ( x ) u ^( a ;) - u 2 ( x ) u ^(0 - ui ( x ) u ^( x )) 


=U 2 (x) 


f(y)ui(y)dm(y) + ’( r2 : + g (i - u 2 (x)«^(0)- 


令 2 — r2 可得 go ( r 2 ) ^ 同理有 如 ( r 2 )> 

例设 J = (— oo ,+ oo ), D m Df = I 志 y .则 -oo，+oo 都是自然边界， 
故 Ul ,U 2 除常数因子外唯一确定•解 
Id 2 


2 d ^ 


Ui = Atl», Ui > 0, wi T, u 2 i» 


u x = e ^ x , u 2 = e ~^ x . 

因为 W { u u u 2 ) = 2x/2A, 故若以 w/( 2 V^) 代替糾，则得 W = 1，故有 

K = _4= e -^ X|l ~ tfl . 

2 y /2 X 

因为 8 = x,m = 2 x , ^ 

Kf = ^= I " e-^ x ~^ny)dy. 
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§63 诸量在正则区间上的分布 

至今为止，只研究了 Feller 算子 D m Dt 的解析性质,现在再来研究原 
来的问题.令 a : ⑷⑴为在紧致的 ( compact ) 距离空间丑上变动的 Markoff 
过程，令的开集 J 为正则区间.也就是说，令 J 与实数区间 （ n ， r 2 ) 同 
胚， J 的各点不仅是扩散点，而且还是正则点.前已说过，在/上存在典范 
尺度 S 和典范测度 dm , 使 


A t = (D m D+)!. (63.1) 

像以前一样，把 J 的点与 ( ri , r 2 ) 的点同样看待.以(以， £；) 表示 
从 J 的点之出发未跑出了而经 f 时后到达五的概率.若令 rf 为 x^(t) 
跑出 I 的最初时间，贝 U 

P / ( t , CB )= p { x ^( t ) eF , r { () > t }. (63.2) 

当# < oo 时， 0^(#) 不属于 J 本身，而属于/在 i ? 中的边界点上，但 
对任意5 > 则属于夂而且由于 x^(t) 的样本过程连续，故 

x^(rf - 0) 确定而且等于 n 或 r * 2 •令 rP = 十 &/), 在十）< oo 并且 
-0) = n 时等于 rf , 在其他情形则等于 oo . 同样利用 r * 2 来定 
义沪 =#⑺ . #就是 rc ⑹⑷从 n 这边跑出了的时间 .rf >的分布 
记为 ¥> i ( dt ,0- 

不求而计算它们的 Laplace 变换 


Ri(\x,E) = r e~ xt Pi[t,x,E)6t, 

Jo 

(63.3) 

^PixiO = [ e -A Vi(dt ， 0. 

Jo 

(63.4) 

本节的目的就是说明下面的一些定理. 


定理 1 利用上节的 u iA (0 (i = 1 ， 2) 及心就得 


Ri(K X , E )= Kx{x, y)m{dy), 

(63.5) 

am 、 w 2a(0 .. (r , «ia(0 

咖⑹一似⑹， ^ ( °-u 1A (r 2 )- 

(63.6) 
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若 q 为正则边界时,叫⑹应取为 MiA (0, 即= 0的解，而 K\(x,y) 
则由此等解构成. 

在 （63.6) 中，譬如， « 2A ( n ) = oo , M 必 u (《) = 0,即 P( t [^ = oo ) = 1, 
这表示不能到达 n •若 tt2A ( n ) < 00 ,则 01 A(O > 0,且 P ( r 1 (€) < 00 ) > 0, 
而表示有到达 n 的可能性.因此得下述定理 

定理2在有限时间内可能到达正则边界与流出边界，但在有限时 
间内不能到达流入边界和自然边界. 

今证定理 1. 先在 J 内取区间《/ = C /), 而对 J 证明定理. 

对 •/ 采用 Rj(X,x, E), Kx(x, y ; J), ^(dt,^ J), ^( C ; J ), u iX (^; J), 等记号 • 
如前一样，利用强 Markoff 性，对/ e 匸⑻得 

2 

R\f{x) = Rj\f{x) + ^2 <Pi>X x ，J)Rxf(ji). (63.7) 


因为 是 （A - Aj)u = 0, tt ( ji ) = 1 ， U ( J ' 2 ) = 0 的解， 故由八 ；= 

(An 巧) J 得 




U2X(^J) 

U 2 入 


(63.8) 


同理 


IP2\(X,J)= 


J ) 


(63.9) 


因而 


咖= ( WO ) 

另一方面, 又因丑 A / 满足 (X-A)R x f = /, 显然在 《； 内有 (X-Aj)R x f = f. 
由 A ； = (D m D+)j 且用前节的结果,就有 

R\f(x) = K\jf(x) + Cimxix] J) + c 2 u 2 x(x;J), a: € J, 

因为 J 的两端是正则边界，故 

K\j(ji) = 0, J) = 0, i = 1,2, 


因而 


c ， - 沁/⑹ RxfUi) 



故 


_)= 〜作 )+ ^(B) uix{x]JH ^S u2a(x；j) - (63u) 
比较 (63.10) 与 (63.11) 得 

Rjxf(x) = K XJ f(x), xG J , (63.12) 


因任意在 7 上连续的函数都可推广为丑全体上的连续函数，故 （63.12) 
对所有的/ 6 C ( J ) 成立，因此得 


dy )= Kj ( X , x , y ) dm ( y ) =■ 


uu ( a :; J ) u 2 \( y , J ) dm ( y ), 

U2 \( x ; J )« u ( y ； J ) dm ( y ), ji ( y ( x 《 j 2 . 


若令 《/ T A 则 ri 0 T 而且由 


Rjxm) = El [ 


U / (工⑷冲 


故 Rj 入 AO — 知/⑹， J ) 和 u 2 X ( x ； J ) 的选择虽只有常数因子的 
自由度，但当 •/ T J 时，可以分别使之接近于如⑷和 n 2 A (ar), 因此, 
K X jf (0 尤 a/ ⑹， 并得丑 /A = A /， 故得 (63.5), 至于 鋪)， 当 •/ T / 
时，先令 j 2 T r 2 , 其次令 jU n ， 则易由 (63.8 - 63.9) 推出 (63.6). 


§64在正则区间的边界上的行动 

采用上节的记号.因为 J 与 （ n ， r 2 ) 同胚，故对于无论多么接近于 n 
的实数,都有对应的 J 点，但对 n 本身就没有对应的点.若有限，则 
x ( rj {) ) 是/在 i 2 的边界点.若令6为/的边界上的一点，则存在逼近于 
&的了 的点列 b n . 对应于 & n 的实数队的坐标）序列以 r !, r 2 中之一或 
二者作为极限点.因此可以假定以二者之一作为极限点.若 6 n 以 n 作 
为极限点，就是“ &对应于 r ， .一点6可能对应于 n , r 2 双方，又不同 
的 b 与 b， 也可能对应于同一 n . 后者仅当 n 是自然边界时才有可能（见 
本节定理 1). 今若令6与 V 对应于 n ， 则得 — b f , b n { b n 的坐 
标)— r u b i n -* r 1 . 如前节所述,在7内有 
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R\f = K\f + C \ U \ + C 2«2- 

当 n 为流入边界时，则 u 2 ( ri +) = c », 故为使上式成立就必须有 C2 = 0. 
因为 K x f { r x +), 吻+)都存在，所以 

R \ f [ b ) = limR x f ( b n ) = lim { i <： A /(6 n )+ ci « i (6 n )} = K x f ( r 1 +)+ ciUi ( ri +). 

n n 

同理， Rxf ( b f ) = Kxf ( n +) + c lUl ( n +) = R x f ( b ). * XR x f — /，得 
m = f ( b ). 因为 / 是 C ( R ) 中任意的元，故得& = 6 # . 又 n 为流出边界 
或正则边界时， u 2 ( n +) 也有限地确定，故如上一样得6 = &'. 从而有下述 
定理. 

定理1若 n 不是自然边界,则对应于 n 的/的边界点只有一个. 

( i ) 研究 X ^( t ) 在对应于自然边界的边界点上的行动.令 n 为自然 
边界，那么与此对应的边界点一般地有许多个，并且构成况的闭子集 
又从 F 出发的 x ^( t ) 恒被关闭在 F 内.为此，考虑在 F 的邻域 [/ 上为0 
的只上的连续函数/,则/在 J 上的 n 的邻域上为 0 .故 /(n-) 存在而 
且当然为 0, 于是 Rxf { ri ~) = /(n-)/A = 0. 因而得 R x f ( a ) = 0, aeF . 
今若取/在 F 上为0,在 C / 外为1，在 F 上则位于0, 1之间，则 

況 a / ⑷ > r e ~ xt P ( t , a , U c )dt 
Jo 

因为左边为 0, 故尸 ( M ， t/ c ) = 0, 亦即尸⑺ a, (7) = 1 .令 ca F ， 就得 
P ( t , a , F ) = l . 

因为 xW ( t ) 连续，故 

P ( x w ( t ) e F , (K*< 00 ) = 1 ， aeF . 

特别地，若 F 是一点，则此点就是套点.一般从 J 的点出发,在有限时间 
内不可能到达 R 

( ii ) 流出边界上的状态.令 n 为流出边界.因为对应于 n 的边界仅 
有一个，故也用 n 表示.若取 n 的邻域 t / 而且考虑其边界，则得 J 内的 
一点 ri 及不在 J 中的闭集 a 从 C 7 中的一点 a 出发，记在到达 C * 以前 
先到达 < 的时间为 T ⑷，若这种情况不发生,则令 T ⑷= 00 .令 

C ^ x ) = £；{ e - AT( 。)}, 
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若 a 处于 ( r ls ri ) 内，则 


(X-D m Dt)U = 0, 

U ( r [) = l . 

^n^x<y<r[,WiU(x)^U(y). 

故得 H 

U(n) ^ U(x) = (n<x<ri). 

若 n 为流出边界，则 uu ( x ) — 0 (z — n ). 故得 U { ri ) = 0. 这表示若从 
n 出发,则不能自 n 这边进入/ 内. 如前所述，从/这边到达 n 是可能 
的.这就是称 n 为流出边界的原因. 

( ui ) 考虑流入边界.早已看到从 J 这边不能到达流$ 边界. 对应于流 
入边界 n 的 J 在上的边界点只有一个，也以 n 表示.若 n 在 i ? 内 
为 x ^( t ) 的扩散点，则自 n 出发立即进入/，然后从/这边就不能到达 
n . 这就是称 n 为流入边界的原因 • 

首先证明 n 不是套点.取在上的连续函数/，令/ 彡 o ,/( n ) = 
0，/«) = 1(4 是 J 内的一点).当 n < a < 4时， 


Rxf(a) ^ ^MRxHr^). 


这里 < P 2\{ a ) 是对区间 ( n ,^) 而取的 • 故它等于 « u (^)/« u ( a ), 而且当 
a — n 时逼近于 uiA ( ri )/ nu ( ri ). 故得 


Rxf ( ri ) ^ 


« u ( ri ) 


. Rxf ( r f 2 ). 


若 ri 是套点，则左边等于/⑹/入= 0,但由 XRxm) - /⑹=1可以 
推知，对足够大的 A 右边是正的.于是得出矛盾，故 n 不是套点.进一步 
还可证明，从 n 出发一定立即进入 J 内，但因证明复杂，故从略.由此可 
知 n 是一般右通过点. 

今研究在 n 上的生成算子 •取 n 的充分小的邻域 t /， 使 pu (0 = 
£(#) < 00.若以 r ⑹表示从 n 到达€的最初时间，则因 n 是通过点, 
故要跑出 R 就必须通过 匕因而 咐）< $ 1) .若令 p (0 = 丑 ( t (0)， 则 


Pu { n )= p {0 + Pt /(0- 
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但由引理 55.2, 


AjPuiO = _1 (J = i^u). 


故 4/p(0 = 1.亦即 D m Dtp(0 = 1. 由此得 


p(0 


m(x)ds(x) + as(^) + b. 


此处 & 是比《小的任意常数.若取& = n， 则上面的积分发散，因而不 
方便，&与&有关，只有在 C > &时上式才妥当.将上式变形为 


p(0 


(s(0 - s(x))dm ㈤ + cs(^) + d, 


则它不含而且恒成立.因为 p(ri) = 0,故不得不有 c = d 
s(n) = - oo). 于是得 

r( 


P( 0 = / (s(0 - s(x))dm(x). 


因而由 §56 的定理 1, 


A ri /= lim 


m-Hn) 


ari /rjWO-s^dmCx) 

(iv) 在正则边界 n 上的行动有好几种不同的可能性,它相应于在正 
则边界上选择 u u (x) 的多样性.这里考虑这样的 情况： ^在 i? 内也是端 
点，而且 n 的邻域只是 n 或只是/的点.这时 n 或者是套点，或者是一 
般右通过点.若是套点，则 i?A/(n)=/(n)/A 故 


R x f(x)=K x f(x) 


« 2a ( x ) f(ri) , uu(x) 


W2A(n) A U!x(r 2 ) 
若是一般右通过点，则与 （iii) 同样求 p(() 而得 


Rxf(r 2 ). 


P (0 


(m(x) + c)ds(z). 


因为 m(x) 的决定有一附加常数的选择自由，故可令 c = 0 以使 
p(0 = / Tn(x)ds(x). 



因为 P ⑹丫，故 77 l (^) > 0. 也就是 


O Urn ( ⑹ - 加 ). 
ari fr t m(x)ds(x) 

若 f 不但属于 3)( 軋)， 而且属于 ©( At /), 这里 C / 是 n 的邻域，则 n ， 
而且 / € Tf((D m D+)j), J = Unl ， 故得 

(In m(4) 


若 m ( n ) = 0,则 


^f(ri) = 0. 


这叫做反射壁 (reflecting barrier ) 的边界条件. 
若 m ( n ) > 0, 则由 Auf ( x ) 的连续性得 


DtHn ) 


DmDsHn). 


这叫做普遍化了的反射壁的边界条件，是由 Feller 最先引进的. 
若考察上述边界条件的概率意义，则会发现许多有趣的问题. 
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现在列举本书的参考读物如下. 

A . KolmogorofF ： GrundbegriflFe der Wahrscheinlichkeitsrechnung , Erg . 
der Math ., Berlin , 1933® 

W . Feller ： An introduction to probability theory and its application , 
1950®. 

J . L . Doob ： Stochastic processes , 1952. 

P . Levy [1]： Theorie de l’addition des variables aleatoires , Paris , 1937. 

[2]: Processus stochastiques et mouvement brownien , Paris , 
1948. 

河田 敬义： 确率论，共立出版社， 1948. 

国泽 清典： 近代确率论,岩波全书，岩波书店， 1951. 

伊 藤清： 确率论,现代数学，岩波书店， 1952. 

丸山仪 四郎： 确率论,现代数学讲座,共立出版社, 1957. 

对本书各章附加说明如下. 

第1章这一章叙述了概率论的基本概念.要把概率论构成为一门 
数学，最适合的方法是 KolmogorofF 的测度方法.本书就是根据这个观点 
叙述的.但是要善于在实际问题中加以应用，那就必须充分理解其直观背 
景.从这个角度来看，上面所列 Feller 的书值得推荐. 

对于 Kolmogoroff 的测度方法的基本概念， KolmogorofF 的书和上面 
所列河田敬义的书都可参考.由于这两本书都没有详细地讨论随机过程 
的样本过程,为此有必要导入 Doob 的可分性. Doob 原先发表的论文，观 
点稍为不彻底，而且晦涩难读，但上面所列 Doob 的书已经过整理，有详 
尽的阐述. 

第2章本章着重讨论时间参数为连续的情形（可加过程).对于参 

① 中译本《概率论基本概念 I 丁寿田译，商务印书馆.——校者注 

② <«率论及其 应用》 ，人民邮电出版社出版了本书的中文版，分卷1和卷 2. ——编者注 
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数为离散的情形（可加序列)，所讨论的仅限于研究可加过程所需要的范 
围之内，例如大数定律、中心极限定理、重对数定理等都省略,关于这方 
面，可参考上述国泽清典的书 . 另外，钟开莱 （ K. L. Chung ) 由俄文版译成 
英文版的下列书中也有很好的 阐述 . 

Gnedenko-KolmogorofF : Limit distribution for sums of independent 
random variables, Moscow-Leningrad, 1949 ① 

对于可加过程，上述 P. L6vy 的 [1] 和 [2 】内容最为 丰富. 但是读起来 
相当困难，其中的基本部分 , 在上述 Doob 及伊藤清的书内，都根据 Kol- 
mogoroff 的观点进行了整理，比较容易理解 • 

第 3 章本章叙述了平稳过程的基本内容，不过略去了 Wiener- 
Kolmogoroff 内插，外推，以及 Grenander 的参数估计等知 识点. 这将在本 
丛书的河田龙夫著《确率过程的应用》中阐述，参考文献如下 . 

上述 Doob 著作的第 12 章 . 

N. Wiener ： Extrapolation, interpolation and smoothing of stationary 
time series, 1949. 

A. Kolmogoroff ： Interpolation und Extrapolation in stationaren Zufall- 
igen Folgen, Bull. Acad. Sci. U.R.S.S. Ser. Math., 5, 1941. 

U. Grenander ： Stochastic processes and statistical inference, Arkiv. 
for Mat., 1, 1950. 

另外 , 对于本章提到而不加以证明的调和分析，可参看 

N. Wiener ： Generalized harmonic analysis, Acta. Math., 55, 1930. 

第 4 章及第 5 章这两章的主题限于对时间为齐次的 Markoff 过 
程，并简称为 Markoff 过程，理由是仅有这种情形才有完整的理论，但这 
里也并未罗列所有的知识点 . 第 4 章仅讲一些基本的结果，第 5 章关于扩 
散，添上 Dynkin 方法,介绍了 Feller 的最新理论 • 至于 Markoff 过程的遍 
历 （ ergodic) 性，由于己经有了很多的研究，受到篇幅上的限制只好割爱 . 

记载古典结果的文献有 

M.Prechet ： Recherches theoriques modernes sur le calcul des proba- 
bilites, second liver, methode des functions arbitraires, theorie des evenem- 
ent en rhain Hans le cas d 5 un nombre fini d'etats possibles, Paris, 1938. 

~ ①中译本 <相互独立随机变量和的极限分 布》， 王寿仁译，科学出 版社. ——校者注 



后 记 193 


如书名所示,该书仅讲述有限个状态的 Markoff 过程.关于可数个状 
态的 Markoff 过程，创始期的著作是 

P. Levy ： Systems markoviens et stationaires. Cas denombrable Ann. 
Sci. Ecole Norm. Sup., 68, 1951. 

最近钟开莱发表了很多使这方面问题进一步精密化的研究成果•这 
方面的日文参考读物以前面所说的丸山仪四郎的书为最好 . 

关于时间不是齐次的 Markoff 过程 , 也有了不少的研究，可参看上述 
Feller, 伊藤清和 Doob 等人 的书 . 作为这方面研究的开端，下列文献是值 
得推 荐的： 

A. Kolmogoroff ： Analytische Methodenin der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, Math. Ann” 104. 
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郑绍濂 

随机过程论是概率论中的一个重要分支.它是在近三十年来，由于物 
理学、无线电技术、力学等方面的需要而迅速发展起来的一门学科. 

虽然早在 1900年， 法国数学家巴歇列 ( Bachelir ) 已对随机过程的理论 
进行过研究 ( Ann.de FEcode norm 17, 1900, p .21), 但是随机过程的严密理 
论直到 1931 年出现了前苏联数学家科尔莫戈罗夫 （ A . H . KojiMoropoB ) 
的著作[ 28 1之后,才开始建立.这篇文章，开辟了随机过程论中的一个重要 
方向 一 马尔可夫过程的研究. 1934 年,前苏联的另一数学家辛钦 （ A . 
Xhhmhh ) 在他的著作[ 21 1中第一次提出随机过程论另一重要领域——平 
稳随机过程的严密理论,并阐述了它与具有不变测度位相空间的动力学 
系统的联系.其后，有不少数学家在随机过程论的各个领域中进行了大量 
的工作.现今,随机过程的理论不仅可算是近代发展最快的数学分支之一, 
而且它的应用范围几乎已涉及一切自然科学与工程技术领域.特别地，它 
已成为研究现代物理、自动控制、无线电技术等先进科学技术的有力工 
具. 

日本数学家伊藤清所著的《随机过程》是一本具有较髙理论水平的著 
作.作者以简练的方法介绍了随机过程的基本理论,对于数学基础较好的 
读者来说,通过阅读这本书,可以较快地掌握构成随机过程论的几个主要 
方面的思想与方法,从而打下较好的理论基础. 

本书共分四个部分.第一部分（即本书的第1章）介绍了科尔莫戈罗 
夫关于随机过程的基本 理论; 第二部分（即本书的第2章）介绍了可加过 
程的一些基本结果，着重讨论了可加过程样本函数的性质,并导出了无穷 
可分分布律的典型表 示式; 在第三部分中（即本书的第 3 章)，作者以泛函 
分析为工具，介绍了平稳随机过程的谱分解理论与遍历理论，同时，也扼 
要介绍了由作者本人首先研究的平稳广义 过程; 最后一部分（即本书的第 
4,5 两章),也是本书写得最精彩的部分,作者对研究马尔可夫过程方面的 



最新方法（即半群的方法）作了透彻的介绍.由于作者的精心编排，虽然 
这一部分所占的篇幅不多,但从本质上对问題作了阐明 ■ 

这本书虽然具有较高的学术水平，但作为一本随机过程基本理论方 
面的著作，还是有一些 缺陷. 首先，对于一些在应用上与理论上都很重要 
的内容，如关于平稳过程的预测理论、马尔可夫过程的遍历性理论等，作 
者有意识地将它们舍弃了.其次，在全书各个重要理论的陈述上，作者采 
用的是纯粹的逻辑推理方法,而对这些理论与实际的联系注意得不够，如 
随机游动与质点的勃朗运动的联系、平稳广义过程与勃朗运动中质点的 
速度、电子学中的白噪声等的联系等，这些联系正是需要建立平稳广义过 
程理论的主要的物理 依据. 同时，由于缺少直观的说明，有些概念（如第 
3,4两章的开头部分）对初学的人来说难于接受.最后，所举出的参考文 
献相对于书中的丰富内容来说，显得太少了,这会给读者带来许多的不便 • 
总的来说，这本书的翻译出版，对于我国广大的读者是有所裨益的 • 
为了使读者便于査阅和深究本书的有关内容，在校后记中作如下补 
充是有益的. 

阅读本书所需的有关概率论知识,可在复旦大学数学系主编的《概率 
论与数理统计》(上海科技出版社出版）一书中找到. 

对于本书要用到的有关测度论的知识，读者可参看 Paul R . Halmos 
著的《测度论》(王建华译，科学出版社出 版). 本书第 3 、4、5章需用到的 
关于泛函分析方面的知识，可参看关肇直编著的《泛函分析讲义》(高等教 
育出版社出版).第3章引用的广义函数论的知识，除§31中关于推广的 
Bochner 定理而外，都可在冯康的著作问中找到. 

第2章§17中对依概率连续的可加过程的样本函数性质的讨论， 
可参看 J . R . Kinney 的著作 [271 •对 §16, 还可参看 KX B . npoxopoB [ 30 】 
与 A . B . CKopoxo ^ l 30 ! 等人有关对应于可加过程的概率测度的极限理论. 

第 3 章 从泛函分析的观点对平稳过程作系统介绍的著作，当参数 
为离散时，可参看 A . H . Kcw ^ oropB 的著作 【 2 Q 】. 当参数为连续时，可参看 
K . Karhunen 的著作 [ 24 H 25 】. 还可参看 A . M . ilrjiOM 对平稳过程理论所做 
的一个较系统而又初等的介绍 [231 .对§24中提到的平稳广义过程，可参看 
本书作者的论文[ 23] 及 M . M . rejib ( J ) W 18 l > K . Urbanikt 34 】、 郑绍濂[■等 
人的著作.关于§31中所提到的多维平稳过程，最近有了较多的发展，可 



参看 N . Wiener 与 P . Masani 的著作闽及 K ). A . Po 3 aaoB 的著作[ 32 】.对 
于本节中提到的齐次随机场的理论，可参见江泽培的著作 W . 

对平稳过程的统计理论有兴趣的同志，除了可参看本书后记中提到 
的文献外，尚可参看 Ulf . Grenandar 与 M . Rosenblatt 的著作 [ 1 Q l 我国的 
数学工作者近几年来在平稳过程(包括多维平稳过程及齐次随机杨）的回 
归系数的估计方面也进行了一定的工作，这可参看王寿仁问、江泽培问、 
郑绍濂与陶宗英 M 等人的著作. 

第4章① §43，可参看 E . B . JImhkmh 与 A . A . IOmKeBHH 【 12 I , A . 
A . K ) niKeBHM [ 33 】 及 R . M . Blumenthal [ 1() 】 等人的著作. §45, 可参看 E . B . 
iliJHKHH 的著作 l 13 】. §48, 可参看 S . Karlin 与 J . McGregor ^ 26 】 和王梓坤 
等人的著作. 

第 5 章§51可参看 W . Feller 的著作 f 15 】 ， §52可参看 E . B . iltmiaiH 的 
著作[ 14 】，§53,可参看 E . JIijhkhh [ 13 】 和 W . Feller 【 16 】 的著作.§57可参考 
D . A . Darling 与 A . J . Siegert 【 n 】 和 P . 3. XacbMHHCKHfil 20 ] 的著作，§59, 
可参考 W . Feller ! 17 ) 和 E . B . JIthkhhM 的著作及在此二文中提到的参考 
文献. 

参考文献 

[1] 王 梓坤： 一个生灭过程，科学记录，新辑， 8(3), 1959,266〜 268. 

[2] 王梓坤 (Baa U3Li-KyH): KjiaccH<|)HKaiiHH Bcex nponeccoB pa 3 M - 
HOJKeHHfl h raGejiH, HayMHue ZtoKnaAu Bucraeii IIIkojiu, $H3-MaTeM., 
4, 1958, 19 〜 25. 

[3] 王 寿仁： 格子点上随机场的回归系数的估计问题，数学学报，2(8)， 
1958, 210 〜 222. 

[4] 江泽培： （U3 冊 Il33-neft): 0 jiHHeftHOH bkctp anoJiamra Henpe- 
ptmHoro o ^ Hopo^Horo cjiynaftHoro nojin , Teop . BepoiiTH . h ee IIIpHM ., 
1(2), 1957, 60 〜 91. 

[5] 江泽培 (Chiaug Tsc - pei ): On the estimation of regression coeffi ¬ 
cients of a continuous parameter time series with a stationary residaul , 

①第 4 章和第 5 章的参考文献是由王梓坤同志提供的. 
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Teop.BepoHTH.Hee IIpHM., 4(4), 1958, 405 〜 423_ 

阆 冯康： 广义函数论，数学进展， 3(1), 1955, 405 〜 590. 

[7] 郑 绍濂： 正则与奇异的平稳广义随机过程,科学记录，新辑， 8(3)， 
1959, 281 〜 286. 

[8] 郑 绍濂： 多维平稳广义随机过程的谱分析，复旦大学学报， 2 , I960, 
203 〜 210. 

[9] 郑绍濂、陶宗 英等： 具有多维平稳随机扰动的回归系数的估计，即 
将发表. 

[10] R. M. Blumenthal: An extended Markov property, Trans. Amer. 
Math. Soc., 1, 1957, 85. 

[11] D. A. Darling; A. J. Siegert: Ann. Math. Stat., 24, 1953, 624. 

[12] E. B. Huhkhh; A. A. lOmKeBHH ： CTporo MapKOBcnne npo^ec- 
cti, Teop. BepoflTH. h ee IlpHM., 1(1), 1956, 149 〜 154- 

[13] E. B. TT tjhk mh: HH<J)HHHTe3HMa^bHBie OnepaTopti MapKOBCKHx 
nponeccoB, Teop. BepoaTH. h ee IIpHM., 1(1), 1956, 38 〜 60. 

[14] E. B. Hhihkhh ： OAHOMepHue HenpeptiBHue CTporo MapKOBC- 
KHe npoueccu, Teop. BepOHTH. h ee IIpHM., 1(4), 1959, 3~54. 

[15] W. Feller: On differential operators and boundary conditions, 
Communication on Pure and Applied Math., 8, 1955, 203 〜 216. 

[16] W. Feller ： The general diffusion operator and positivity preserving 
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